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AVIS DE L'ÉDITEUR. 


Les Nouvelles Annales de Mathématiques vont en- 
irer dans leur quatorzième année, et, malgré les sacrifices 
que nous nous sommes souvent imposés, elles ne sont pas 
encore, nous devons l'avouer, parvenues à nous donner 
une juste rémunération. Les Nouvelles Annales auraient- 
elles manqué au but qu'elles se sont proposé, de pré- 
senter aux jeunes gens qui se destinent aux Écoles Poly- 
technique et Normale les solutions des problèmes qui 
peuvent le plus les intéresser? Nous ne le pensons pas. 

En effet, les {nnales ont traité toutes les belles et diffi- 
ciles questions des anciens examens, et également les 
questions des nouveaux examens lorsqu'elles présentaient 
quelque intérêt. On a donné des exercices de calculs nu- 
mériques, logarithmiques avec une étendue qu'on ne 
trouve nulle part ailleurs. 

Nonobstant la position restreinte faite aux Vouvelles 
Annales par les Programmes officiels, nous allons faire, 
à partir de janvier 1855, de nouveaux efforts dans l’in- 
térêt de la science. 
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<® Chaqué inbis contiendra en plus une feuille au moins, 


avec une pagination à part et sous ce titre: Bulletin de 
Bibliographie, d’Histoire et de Biographie mathéma-. 
tiques , par M. ©. Terquem. 

Le titre de Bulletin annonce suffisamment l’objet. 

L'histoire de la science est celle de l'esprit humain, 
tandis que les annales de l’homme ne sont le plus sou- 
vent qu'un récit perpétuel de nos folies, de nos vices, de 
nos passions. Z'oute la dignité de l’homme est dans la 
pensée, selon Pascal. Les Mathématiques sont une 
pensée continue. 

Puissions-nous nous rendre digne de notre nouvelle 
mission | 

Tout ouvrage qui sera adressé à la rédaction sera aña- 
lysé'avec une étendue réglée sur son importance. 

En janvier, nous présenterons l'historique de l’établis- 
sement des logarithmes depuis l'invention (Neper, Briggs, 
Vlacq, Justus Byrgius) jusqu’à nos jours ( Vega, Leonelli, 
Gauss, Babbage); ensuite l’histoire de la duplication du 
cube, Les biographies de M. Gauss, d’Abel, de Jacobi, etc. 
Ce numéro contiendra un travail d'Amoretti, suivi d’une 
Note biographique sur cet élève qui donnait de si belles 
espérances. 
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PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES COURBES ALGÉBRIQUES PLANES , 
DIAMÈTRES BISSECTEURS : 


Par M, P. BRETON (ne Cuawpr), 


Ingénieur des Ponts et Chaussées. 





Les diamètres dont il est question dans cet article sont, 
comme pour les lignes du second ordre, des droites divi- 
sant en deux parties égales une suite de cordes parallèles 
entre elles. 

On doit entendre expressément cette définition dans ce 
sens, que, si d’un point quelconque de la courbe on 
mène une droite jusqu’au diamètre, parallèlement aux 
cordes qu'il divise en parties égales ou qui lui sont comju- 
guées, et que l’on prolonge cette droite d’une quantité 
égale à sa longueur, le point ainsi obtenu appartient à 
la courbe (*). 

Taéonème [. Quand l'équation d’une courbe est irré- 
ductible, aucune de ses branches ne peut avoir un dia- 
mètre qui ne soit pas un diamètre général. 

S’il existe un diamètre particulier, divisant les cordes 
d’une branche de la courbe, mais non de la courbe en- 
üère, en deux parties égales, on pourra le prendre pour 
axe des x, et prendre pour axe des y une parallèle aux 
cordes conjuguées. Soit alors 


P(x, y)= 0 


lPéquation de la courbe, sous forme rationnelle et entière: 





(*) Ces recherches se confondent, en quelques points, avec celles que 
renferme le Mémoire posthume de Wantzel, inséré dans le Journal de 
M. Liouville, tome XIV, page 111. Cette publication est trop récente pour 
qu'il soit nécessaire de signaler iei ce qui appartient à ce géomètre. 
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Il faut que, pour chaque valeur de x, 
HT, 17) ent 


donne deux valeurs au moins de y égales et de signes con- 
traires, et d’autres ayant entre elles des relations diffé- 
rentes ; en d’autres termes, F (x,7) doit contenir à la fois 
des puissances impaires et des puissances paires de y. Par 
conséquent, si l’on change le signe de y, l'équation 


F(xz,— y)=0o 


donnera pour y un certain nombre de valeurs comprises 
parmi celles déduites de F (x, y) — o, et d’autres qui leur 
seront étrangères. Il y aura donc un commun diviseur 
entre F (x, y) et F (x, — y), et cediviseur sera nécessai- 
rement d’un degré moindre que celui de l’équation pro- 
posée. D’après le procédé connu qui sert à l’obtenir, ce 
diviseur ne pourra qu'être entier en x, y, de sorte que 
l’on aura 


Fix, r)=g(x, 7) X<X + (x, y}; 


o (x, y) étant le diviseur en question, etŸ (x, y) le quo- 
tient de la division de F (x, y) par o (x, y). On pour- 
rait donc décomposer la courbe proposée en deux autres 
ayant pour équations 


p(x, Y)=0, Y(xr, y) 0. 
Or nous avons supposé F (x, y) irréductible : donc ilest 
impossible que la courbe qui a pour équation 
F(zx, 7)=0, 
ait un diamètre qui soit particulier, par exemple, à une 
de ses branches et étranger aux autres. 
Scholie. En général ; on ne peut supposer, entre quel- 


ques-unes des valeurs de Y qui satisfont à une équation 
irréductible F' (x, y) — 0, une relation qui ne soit pas 
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commune à toutes ces valeurs. Soit en eflet, s’il est possi- 
ble, f(y1; Y2) = o une telle relation sous forme ration- 
nelle et entière. Comme on a en mème temps 


Fr y) EE", 
si l’on élimine y, entre cette équation et la précédente, 
l'équation finale obtenue entre x et y, aura un certain 


nombre de racines communes avec F (x;, 71) =0, et 
non toutes, puisque, par hypothèse, la relation 
(Ts F2) — 0 

est restreinte à certaines valeurs dey. Doncil y aura entre 
les premiers membres de ces deux équations un commun 
diviseur de degré moindre que celui de F (x, y); done 
F (x, y) ne serait pas irréductible, contrairement à l’hy- 
pothèse. C’est ainsi, par exemple, qu’il n'existe aucune 
courbe à équation irréductible , dans laquelle une suite de 
cordes parallèles soient divisées par une ligne droite-en 
segments ayant entre eux un rapport constant autre que 
l'unité. : 

Taéorime Îl. 7 ne peut y avoir, pour chaque dia- 
mètre d'une courbe algébrique à équation trréductible, 
qu'un seul système de cordes conjuguées à ce diamètre. 

Soit, s’il est possible, #2, le point d’une courbe possé- 
dant un diamètre conjugué à la fois à deux systèmes de 
cordes affectant des directions différentes, et 72, m4 la 
corde appartenant à l’un de ces systèmes. Construisons la 
corde m, m3; appartenant au second système, puis les 
cordes M3 M, M Ms, Ms Me, tour à tour dans l’un et dans 
l’autre système. On aura ainsi une ligne brisée indéfinie, 
et les points 72, m2, m3, m,, m;, etc. , seront sur deux 
droites parallèles au diamètre. Or il est évident, par cette 
construction, que le nombre des points que l’on peut 
ainsi obtenir est infini , de sorte que la courbe serait cou- 
pée par deux droites en un nombre infini de points. Ce 
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qui ne saurait avoir lieu pour une courbe algébrique, à 
moins que ces deux droites n’en fassent partie, auquel 
Cas l'éqiess de la courbe serait décomposable contrai- 
rement à l'hypothèse; donc, etc. | 

Taéorime II Une courbe algébrique à équation 
trréductible qui a deux diamètres non conjugués en a 
nécessairement un troisième. 

Soient OD’, OD” les deux diamètres supposés et, un 
point quelconque de la courbe. Ayant construit les points 
M2, M, sur les cordes m, m,,m; m, conjuguées respective- 
ment à OD’, OD”, et ensuite au moyen de m, le point m,, 
sur la corde m,m,, parallèle à m, m,, ou conjuguée à OD”, 
je dis que la droite OD”, qui divise nm, m, en deux parties 
égales, est un nouveau diamètre de la courbe. 

En effet, par cette construction, la figure 71, m4, m3 m, 
est un trapèze, dont les côtés parallèles #2, m3, ms m, ont 
leurs milieux sur la droite OD”. I suit de là que, de part 
et d’autre de ce diamètre, à l’inclinaison près des cordes 
qui lui sont conjuguées, tout est symétrique. Done les 
cordes telles que m3, m,, qui répondent à un système de 
cordes parallèles, conjuguées à OP’, sont aussi parallèles 
entre elles; et, de ce que les milieux des unes sonten li- 
gne droite, on en conclut que les milieux des autres sont 
également sur une ligne droite, laquelle coupe OD/ au 
même point que OD'-et, par conséquent, passe en O. 

Il est évident que OD” ne peut être le prolongement de 
OD/; il ne peut l'être non plus de OD”, car les cordes 
Mi Mo, My M, n'étant point parallèles, puisque les dia- 
mètres OD', OD/ sont supposés non conjugués entre eux, 
il faudrait admettre que la droite D’ D” est conjuguée à 
deux systèmes de cordes de directions différentes, ce qui 
ne saurait être, d’après le théorème qui précède. 

Remarque. On ne peut pas supposer que les cordes 
conjuguées à deux diamètres différents soient de même 
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direction, ou, ce qui revient au même; qu'à un système 
de cordes parallèles puissent répondre deux diamètres 
distincts. Il est facile de voir qu'autrement il y aurait sur 
chaque corde un nombre infini de points appartenant à 
la courbe, ce qui ne peut avoir lieu pour une courbe al- 
gébrique. 

Taéorëme IV. Une courbe algébrique à équation 
trréductible ne peut avoir deux ges ‘es parallèles 
entre eux. , 

Il faut excepter la parabole qui a une infinité de dia- 
mètres parallèles entre eux, et la ligne droite qui en est 
un cas particulier. 

Cela posé, soient, s’il est possible, d’D', d' D’ deux 
diamètres parallèles d une courbe al PRIE il yen aura 
un troisième d” D”, que l’on obtiendra par une con- 
siruction toute RATE à celle qui nous a servi dans 
le théorème IIT. On en trouvera de la même manière un 
quatrième, puis un cinquième, etc., et tous seront paral- 
lèles entre eux. Or il résulte de ce mode de construction 
que si l’on fait passer par le point m, de la courbe et par 
les points m,, m, qui s’en déduisent, une parabole ayant 
son axe parallèle aux diamètres dont il s’agit, tous les 
‘autres points en nombre infini, tels que m,,qu on peut ob- 
tenir, de proche en proche, au moyen du point de départ 
m et des divers diamètres, appartiendront à à cette para- 
bole, qui couperait ainsi une courbe algébrique en un 
nombre infini de points, ce qui ne saurait avoir lieu, à 
moins que la parabole ne fasse partie de la courbe elle- 
mème. Mais alors l’équation de celles-ci serait décompo- 
sable, contrairement à l'hypothèse; donc, etc. 

Taéorème V. Les points d'une courbe algébrique à 
équation irréductible que l’on peut construire au moyen 
d’un de ses points et de ses diamètres, sont toujours sur 
une ellipse, el jamais Sur une hyperbole. 


({ra°) 

On doit excepter de cet énoncé le cas où la courbe n’a 
que deux diamètres, lesquels sont nécessairement conju- 
gués entre eux. 

Nous avons vu, par le théorème IIT, comment deux 
diamètres OD’, OD” d’une courbe étant connus, ainsi 
que les directions des cordes qui leur sont respectivement 
conjuguées , on peut, au moyen d’un point m,,construire 
de nouveaux points m:,M3,m,, puis un troisième diamètre 
: OD”. Rien n'empêche de continuer la même construction 
au moyen des diamètres OD”, OD” et du point m,, et de 
déterminer ainsi d’autres points et d’autres diamètres. Il 
est toujours possible de faire passer par les troïs points 
Mi, Me, My Une section conique dont le point © soit le . 
centre. Or, par la nature même des constructions que l’on 
vient de rappeler, les points m,, m3, etc., appartiennent 
évidemment à cette section conique, je dis maintenant 
que celle-ci ne peut être qu’une ellipse. 

Admettons en effet, pour un instant, que cette courbe 
soit une hyperbole, et que les points m,, m,, m; soient 
situés sur la même branché. Il en sera de même de m,, 
obtenu en conjuguant m, m, à OD”; de m, obtenu en con- 
juguant m», m; à OD”, etc. On resterait donc ainsi sur la 
même branche, laquelle rencontrerait la courbe proposée 
en un nombre infini de points, ce qui ne saurait avoir 
lieu, cette courbe étant algébrique, à moins toutefois que 
l'hyperbole n'en fasse partie. Maïs alors son équation 
serait décomposable, contrairement à l'hypothèse. 

Si l’un des trois points 71,, m,, m,; ne se trouvait pas 
sur la même branche que Les deux autres, on trouverait 
facilement deux diamètres de la courbe rencontrant l’hy- 
perbole, et l’on serait ramené au cas précédent. 

Donc il est impossible que la section. conique qui a pour 
centre le point O, et qui passe par les points as Ma, M3 
soit une Évpecbolet donc elle ne peul être qu'une ellipse. 


(15) 

Taéonëme VI. L'ensemble de tous les diamètres d'une 
courbe algébrique à équation irréductible forme une ro- 
sette elliptique. 

Bien qu'il ne soit pas encore établi que les diamètres 
déterminés en vertu des théorèmes précédents, et se cou- 
pant en un même point, forment l’ensemble de tous les 
diamètres de la courbe, j'admettrai provisoirement cette 
proposition, qui sera démontrée plus loin. 

Cette réserve faite, on remarquera qu'il est permis, 
. sans diminuer la généralité du théorème qui nous occupe, 
de supposer les deux diamètres OD', OD” choisis de telle 
manière qu il ne s’en trouve aucun autre entre eux. 

Les secteurs nm, Om,, m; Om,, ms; Om, formés par les 
rayons menés du centre aux points 72, M2, M3, etC., dans 
l'ellipse, que, d’après le théorème précédent, on peut 
toujours faire passer par ces points, sont divisés respecti- 
vement en deux parties équivalentes par les diamètres 
OD’, OD”, OD”, etc., qui passent par les milieux des 
cordes 4 Mo, Me Ms; Ms M, etc. Le secteur m, Om, étant 
de même divisé en deux parties équivalentes par le dia- 
mètre OD’ qui passe par le milieu de 7, m,, on en con- 
clut que les secteurs compris dans les angles D’ OD”, 
D’ OD””’ sont équivalents entre eux. Il résulte de là que 
le secteur déterminé par les deux diamètres consécutifs 
OD', OD/ est nécessairement une partie aliquote de l’aire 
de la demi-ellipse. S'il en était autrement, l’un des dia- 
mètres obtenus en formant une suite de secteurs équiva- 
lents, ou son prolongement , tomberait dans l’angleD'OD”, 
contrairement à l’hypothèse. Donc l’ensemble des dia- 
mètres divise l’ellipse en secteurs équivalents, ce qui est 
la définition même de la rosette elliptique. 

Taéorkme VII. Une courbe de l'ordre n à équation 
irréductible ne peut avoir plus de n diamètres. 

Car, d’après le théorème qui vient d’être démontré, le 
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nombre des points d'intersection de la courbe avec l’el- 
lipse m1, m; Mm4..., est égal à deux foisle nombre des dia- 
mètres. Si ce dernier surpassait 7, le nombre des intersec- 
tions surpassérait 77. Or une ligne de l’ordre # ne peut 
être rencontrée en plus de 27 points par une ligné du 
second ordre; donc, etc. 

Remarque. Une ligne d'ordre impair à équation irré- 
ductible ne peut avoir un nombre pair de diamètres, mais 
une ligne d'ordre pair peut en avoir un nombre impair. 

En effet, quand les diamètres sont en nombre pair, ils 
peuvent se combiner deux à deux comme les diamètres 
conjugués d’une ellipse , ainsi qu’on le voit par-le théo- 
rème VI. Si l’on rapporte la courbe à l’un de ces systèmes, 
toutes les puissances impaires de chacune des coordonnées 
doivent disparaître, et il ne peut rester qu’une équation 
de degré pair. 

Pour démontrer que la réciproque w’est pas vraie, c’est- 
à-dire qu’une ligne d'ordre pair peut avoir un nombre 
impair de diamètres , il suflit d’un exemple. Prenons l’é- 
quation polaire p = cos 30, qui appartient à une courbe 
à trois axes. Faisant 


æ ÿ: 
» — — à 2 2 np? 
COS @ — —9 SIN 6 — — et X + y —=p, 


P P 
il vient, en coordonnées rectangulaires, 
CNET rt Ter 

équation du quatrième degré. 

Taéorime VIII. Une courbe algébrique. à plusieurs 
diamètres est toujours, la projection orthogonale d’une 
courbe ayant le méme nombre d’axes. 

C'est une conséquence intuitive du théorème VI. ; 

Corollaire. Appelons a, b, les longueurs des demi-axes 
principaux de lellipse mm, m13..., et soit 

F(x, r)=0 
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l'équation de la courbe, rapportée au centre et aux axes 
de cette ellipse. Si l’on pose 


LA 


PSE 71 ET OU D ar EE — bre 


la transformée F (ax’, by!) = o n'aura plus que des axes. 
Si lon fait ensuite æ'= p cosw, y! = psinw, on aura 
l'équation polaire F (ap cos w, bp sin w) = 0 de la trans- 
formée. Cette équation jouitd’une propriété remarquable, 
définie par l’énoncé suivant. 


"TaéorÈme IX. L'équation polaire 
Fapcosw, bpsinw) = 0 
peut toujours étre mise sous la forme 
JF (p, cos mw, Sinsw)— 0, 


f désignant une fonction rationnelle et entière. 
Car cette équation est de telle nature, que, si l’on y 
change successivement w en 
27T 2T 27 27 
OR —y) DH 2 © +3. — 9) © + (D — 1) —) 
TD TD TD , oh 
elle n’éprouve aucun changement de forme. Appelons 
F,, F;, F:,...,F,-;, les résultats de ces substitutions: 
on pourra en conséquence prendre pour équation de la 
courbe l'équation 


FLE +... .+<FS= 1 —o: 


Or on sait que les fonctions ainsi composées, lorsque l’on 
remplace les puissances de sinw et de cosw par leurs ex- 
pressions connues en fonction des sinus et cosinus des 
multiples de w, ne peuvent contenir que ceux de ces mul- 
tiples qui renferment le facteur &, les autres disparaissant ; 
donc, etc. 


7. 
EN = F 


40.1 | 

Corollaire. Pour reconnaître si une courbe, donnée 

par son équation 
F(x, y)=0 

rapportée à des axes quelconques, admet un groupe de 
w diamètres se coupant en un même point, il faut chan- 
ger d’axes en s’imposant la condition que l’équation nou- 
velle soit de la forme indiquée ci-dessus, ce qui revient à 
poser 


x=EËE+ Le sin (0 — #) cosw — b cos(0 — ») sin w ], 


YF =A+ sis (a sino cosw + D coso sin |; 
sin 0 
£, n sont les coordonnées de la nouvelle origine, @ dési- 
gne l’angle des axes, et o est l’angle formé par la ligne 
polaire avec l’axe des x. Faisons, pour abréger, 


p ={asin (0 — )cosw — b cos (0 — +)sino |], 
q —={[asiny cosw + b cosv sin À; 


de sorte que l’on ait 
PP gp 


z , = N is 
sin 9 sin 6 





la substitution de ces valeurs dans F (x, y) = o donnera 


| dF(E,n)| p , PF(En)|. p° 
0 F (6, »)+p de \on0 0 PT 7 ON POS 
dE(E, ») DF(E,») 
FAT ge pr OT EE 
= q° Eee? 
d'n 


ce développement procède suivant les puissances ascen- 
dantes de p, et son terme général peut s’écrire sous la 
forme symbolique 


dYF(E,n) dE(E, n) |° p' 
E dE A: d'n 1.2,3....46sin 05 


| (4e) 

Il faut disposer de £, , a, b,o de manière que les coef- 
ficients des diverses puissances de p se réduisent àdes fonc- 
tions rationnelles et entières de sinwüw, cos ww, ce que 
l’on fera en égalant à zéro tous les termes de ces coeffi- 
cients qui ne satisfont pas à cette condition. S'il existe un 
groupe de æ diamètres, toutes ces équations admettront 
une solution commune, et nous verrons bientôt qu'elles 
n’en pourront admettre qu'une seule. 

On aura toujours, dans le cas de plusieurs diamètres , 
quel que soit w, 


’ GR dr AOC ») 


0 
d'E 4 ? 


dn 


ou, en remettant pour p ct q leurs valeurs ‘ 


APE n) : dF(E,1) . 
a sin (8 — 9) + ET sin? COS 


— DE cos (0 — à) — 


cosSo [sin wo — Oo, 
dE da 4| 


Cette équation devant être satisfaite quelque valeur que 
l’on attribue à w , il faut que les coeflicients de sino et de 
cos w soient nuls séparément, ce qui donne, en dévelop- 


pant sin (0 — œ) et cos(0 — ©) et supprimant les facteurs 
æ et b qui ne peuvent être nuls, 


ME PEMALT. dF(E,n) dE(E,n) 
A ST = | —— cos 0 — ——" [tange 
| dE Sin 0 TE cos TR tang œ 


IF (E, 1) ACTE IF (En) 
d Ê e in tango — [EE co = EE 


multipliant membre à membre, il vient 


IF(E ax: 4F dE ñn) |? 

REC) sin? 0 + ca ve ARR à 0: 
dE : dE d'n 

Ann. de Mathémat,, t. XIV. (Janvier 1855.) 2 
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en supposant que l’on ait reconnu que l'angle o n’est pas 
nul, ce qui exige des essais préalables faciles à imaginer. 
Cette dernière équation se partage en deux autres, 
savoir : 
dFE,n) AELES nes 


Er: ee PSS 

D'où l’on conclut que les coordonnées £, n des points 

où peuvent se couper plusieurs diamètres sont celles qui 

satisfont à la fois aux équations que l’on obtient en 

égalant à zéro les dérivées par rapport à x et par rap- 
port à y du premier membre de l’équation proposée 


(Ty) 0, 


Taéorème X. Tous les diamètres d’une courbe algé- 
brique à équation irréductible se coupent nécessairement 
en un méme point. 

Supposons, s’il est possible, un triangle formé par trois 
diamètres, et admettons, ce qui est évidemment permis, 
que ce triangle ne soit traversé par aucun autre diamètre. 
Au moyen de la direction des cordes conjuguées à chacun 
d’entre eux, on répétera d’un de ses côtés à l’autre, non- 
seulement la courbe, mais aussi les deux autres diamètres, 
en formant de nouveaux triangles de même surface que 
le premier, et les côtés de ces triangles seront eux-mêmes 
des diamètres. Par une construction semblable, poursuivie 
de proche en proche sur le périmètre du polygone aïnsi 
obtenu, on formera un réseau de ces triangles, lesquels 
devront se juxtaposer, car si cette condition n'était pas 
remplie, et que l’un en couvrit un autre partiellement, ce 
dernier serait traversé par un diamètre, et en revenant, 
par une voie inverse, au triangle primitif, ce diamètre s'y 
trouverait répété, et traverserait par conséquent ce 
triangle, contrairement à l'hypothèse. Le réseau, consi- 
déré dans toute son étendue, couvrira done entièrement le 
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plan de la courbe, et le divisera en triangles de même 
surface. De plus, chaque côté ou diamètre prolongé sera 
rencontré par tous les autres , puisque deux diamètres ne 
peuvent être parallèles entre eux, et le nombre de ces ren- 
contres, pour un même diamètre , sera infini , puisque 72 
étant l’ordre de la courbe, il ne peut jamais arriver, 
d’après le théorème VIT, que plus de n diamètres se cou- 
pent en un même point. 

On a démontré dans le corollaire du théorème précé- 
dent, que F (x, y) — 0, étant l'équation de la courbe, 
les points d’intersection des diamètres sont donnés par 
les équations 2 

Fe ie Ad 8 SR dFir, y) 

LAS TE à dy 
d'où il suit que les lieux géométriques qui expriment cha- 
cune d’elles passent par tous les points de rencontre des 


= ©; 


diamètres. Ces lieux sont ainsi coupés en un nombre infini 
de points par toute droite faisant partie du réseau , et cela 
ne peut être qu'autant que les premiers membres des équa- 
tions ci-dessus ont pour facteurs les trinômes du premier 
degré, lesquels étant égalés à zéro donnent les diamètres. 
Ceux-ci étant en nombre infini , il en est de même de ces 
facteurs, de sorte que le degré des équations ci-dessus, et 
par conséquent celui de léquation proposée, ne sau- 
raient être finis; donc, etc. 

Waring a énoncé ( Proprietates algebraïcarum curvarum, in-4, 1772; 
théorème VI, p. 13) plusieurs propositions sur les diamètres bissecteurs, 
etentre autres celle-ci: Quand le degré n de l’équation d’une courbe algé- 


brique est un nombre premier, cette courbe a n diamètres ; ou n’en a qu’un, 
ou n’en a pas du tout. « Si modo n est primus nurnerus, tum habet unam veln 


diametros vel nullam omnis algebraïca curva. » Proposition fausse. Par 
exemple, l'équation 

(x +r*)(x — 3x7) =5 
qui est du cinquième degré, revient à Lp° cos 3 — 1 et représente consé- 


quemment une courbe à trois diamètres. 
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SUR LES QUESTIONS 241 ET 141; 
Par M. BRIOSCHI, 


Professeur à l’Université de Pavie. 





Question 241. — Théorème d’Euler démontré par 
M. Loxhay. ( Nouvelles Annales, tome XI, page 424). 
PR VA PE | 
sont les termes d’une: série récurrente; si l’on a 


j Ars = GA; + b À, 
On à aussi “ 
A7 Ta a A, À, + b A° 
br 


Théorème plus général. En supposant 


= const. 


Arts — di A;+s_ + 2 Aris2 +. . +4; F. 
on a | 
À, À; «se À, 


Ï API Aÿ, #3 CCR] A;r 


r 
&s es ‘© Se" e 0e" c'e ee 


= .const: 


Apps Apyjehts As 
En effet, en substituant au lieu des éléments de la der- 
nière ligne de ce déterminant les valeurs données par-l’é- 
quation caractéristique, on a : 


| sa Ar: se AFS A AE À, .. A, ES 
A,:: A; .. Ai A (er 1)(—1) F2 À, A; .. A 
Arret A4 DS Ar425—0 Àr45-0 Ah QUE, Ar+25—5 
et, par conséquent (*) : 
A, AFP .…. Anar À, A, ... A1 
A, Ars . Ars Le (rer A, A . A, : 
>: VE AL . À,35-2 À, A, C2 À 51 





(*) Tous les a , à l’exception de a, , s’en vont; ensuite on passe de ar 


“à À,_., de là à À,_,, etc. 


LT) 
Si, dans le premier membre de cette équation, on met 
pour À,.,,, À,4,,, etc., leurs valeurs données par l’équa- 
tion caractéristique, on a 


p(a, A2 . LA | As) ASS AÉtte n° "3 Ars) parres. a. const. 


La question 141 ({t. VI, p. 134) est un théorème 
énoncé par Fourier (*). M. Tardy (**) pense qu'il s’est 
glissé quelque erreur dans ce qu’avance Fourier à propos 
de l’application du même théorème à la recherche des 
racines d’une équation par l'emploi des séries récurrentes. 
Je suis conduit à partager l’opinion de mon savant ami 
en m appuyant sur les considérations suivantes, 

Soit f(x x) — 0 l’équation donnée; soient x, Layetes Ln 
ses racines ; Je suppose 


Gi} 








ex pà 
S Te 


et je considère les deux séries récurrentes 
L,, | VPÉMEUR 2 POSTE es M, M0 MS var F 


dans lesquelles 


À, Ai 
A, A+ 


A, À 7-14 


Ars: Àrts 


U dE 








= | 





En substituant pour À,, À,,;, etc., les valeurs données 
par l'équation (1), on a 


Pis pr a+ I 
GC 
y 22 may 
re 1) ne. 
D >: He 


*) Analyse des équations déterminées, Exposé synoptique, p. 72. 
(**) Nouvelles Annales, janvier 1854. 
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c'est-à-dire , ; 


ec Gp DE NS “ 
Les (rx)  — (x} — x), 
(A EEE 


et A ti 
PRE a dr C4 I 
W=> pie (a tt) ÿ+2 Le A À 


J’observe que les séries des quotients 








r re 
vo ne peu- 
ÉTÉ ME 


vent avoir pour limites que le produit x, x, des deux pre- 
mières racines de la proposée; et cela est contraire à ce 





qu’avance Fourier à propos de la première série 


T—1 


Maïs nous pouvons former une autre série de termes de 





la forme » qui évidemment a pour limite la somme 


T+1 
x, + x, des deux premières racines. 


Pour déterminer les trois premières racines on pourra 
former trois séries récurrentes : + 
: FEES FA M, MTS Mrs ent lie Ne Nes 


en posant 


A, A; À; A, A4 À,45 
LS A3 A, A+ 9 Mé== Ar À, Ars 9 
A; À,+5 Ars * A+ A; Ar+s 
À, A; À; 


Ne À, À; À; 2 
| Afur Ars Ans 
En eflet, on a 


S Cs > Ce > : Ci 
Î . , 
k 4 FREE EP 
€s Ct Ci 
L— pa r+1 >» r +5 2 r+e |? 
FR oh nr Te 


l È 


| 4 ide. > x! > x!+5 
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ou 
. nIvESI .3 
ls À À; 
Cs CC; I 
L=ÿ 2 > PACE: TER : 
D Ty L Le T; 
Ts Xe ZX; 
ou bien 
f 
D D ee mr 
= à — —— ; 
(Ts L{ +) (a, a ai) LT 


el analoguement 


GG A(rsti+ xx; + x x) 
M, — Æ (x, 24 ai) + ÿ 2 ? 
(æs L'{ Tr) Tr,X; 


5 D ent 
Ni CAE se 7e ri | 
Ron (a mx) + d'A es 


i 








ayant posé 
x P 2 2 2 
LIVE T: 
Fe Peet QUE AU LENS ES D 
1 1 I 
; 11 F : L, M, 
Les trois séries composées des quotients —, : 
Li Ms 
à . L 2 . 
N— 0€ peuvent donner que le produit x, x, x;; mais les 
r—1 





a Dr. M} 
deuxséries > — peuventdonner lasomme x,+ x,+x; 
Nu Nat 


des trois premières racines, et la somme des produits 
HOUR AUEUX LC EL L'EL TL 

Quoique, pour l'application des séries récurrentes à la 
recherche des racines selon les vues de Fourier, il n’y ait 
besoin que des séries qui donnent les sommes et les pro- 
duits des racines; cependant je vais donner le moyen de 
former aussi les autres séries en considérant s racines. Je 
nomme L,:, L,+,...,L,, les termes généraux de ces 
séries récurrentes, et Je pose 


A; LV CI A +451 


Air tAryii ce ASS 
Le. === 


Sete dater 'g p 2 vo: CPL orgue 


À,, s-—{ A; A0 M Ars 2 
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On obtient L,, en substituant aux éléments de la se- 
conde ligne de E,., les éléments suivants : 


Ars; Angoisse + 3 Aryas 5 


de même on obtient L,., en substituant aux éléments de la 
troisième ligne de L,.. ces dernières quantités, et ainsi de 
suite. Les séries des quotients 

L,,; je 2 L, s—1 


2 


. 
L,,. L,, L,,' 








donnent la somme des racines, la somme des produits 
deux à deux, la somme des produits à s—ràs—7+r, et 


Pts LEE L,: 
chacune des séries ; 


LE donnera le produit 
ri, 1 r—i,2 








des racines. 

L’exposé synoptique des recherches de Fourier sur l’ap- 
plication des séries récurrentes à la résolution des équa- 
tions se termine par ces paroles : « Au reste, nous ne 
pensons point que l'on parvienne assez promptement 
par cette voie à la connaissance des racines. Les exem- 
ples cités par Euler sont ingénieusement choisis, mais 
ce mode d’approximation exige en général trop de cal- 
culs. Nous ne considérons donc cette question que sous 
les rapports théoriques.» C’est pour cela que je crois inu- 
tile d'entrer en de plus longs détails. 





DÉMONSTRATION DU THÉORÈME DE LEXELL ; 
Par M. LEBESGUE. 


1. Lemme. Etant donnés sur une sphère deux cercles 
parallèles , situés de part et d'autre et à distances égales de 
l'équateur, les arcs de grands cercles interceptés entre 
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ces parallèles sont coupés en parties égales par l'équateur. 

2, Lemme. Si lon prend sur le premier parallèle un 
arc ab , et sur le second un are a/b' égal à ab et que l'on 
joigne les points a, a’, b, b' par des arcs de grands 
cercles aa’ bb', ces arcs sont égaux; les diagonales ab”, 
ba’ sont égales et se coupent mutuellement en parties 
égales, sur l'équateur; les triangles aa! b, ba'b' sont 
égaux, et chacun est la moitié du quadrilatère sphérique 
aba” b'; de mème les triangles aa’ b', abb'. 

Observation. Le quadrilatère sphérique a! b'ab a des 
propriétés analogues à celles du parallélogramme plan ; 
nous le désignerons par le nom de parallélogramme 
sphérique. 

3. Théorème de Lexell. Prenons sur le premier paral- 
lèle un arc cd égal à l’arc ab , et menons les arcs de grand 
cercle ac, b'd; on aura un second parallélogramme 
sphérique a’b’cd; et on démontre, comme dans la géomé- 
trie plane, que le parallélogramme &'b'cd est équivalent 
au parallélogramme a/b’ ab ; et, par conséquent, le tri- 
angle a’b'c, moitié du second parallélogramme, est équi- 
valent au triangle a'b'a, moitié du premier parallélo- 
gramme. | 

Si par les points a’, b' nous menons un arc de grand 
cercle a! mb", il est évident que les deux triangles sphé- 
riques ayant pour base a’mb'et leurs sommets en a et c 
sont équivalents. Il en est de même pour tous les triangles 
qui ont pour base a/mb' et leurs somméis sur le paral- 
lèle abcd. C’est le théorème de Lexell (vor: t. V, p. 22). 

Note du Rédacteur. On trouve le théorème de Lexell 
dans les Éléments de Géométrie de M. Catalan (liv. VIF, 
probl. VIT). 

4. Il est évident que le théorème subsiste pour les points 
correspondants &, a’, b, b' de courbes quelconques, mais 
déterminées par deux points, par exemple, des lignes 
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loxodromiques; il subsiste aussi pour toutes les surfaces de 
révolution qui ont un équateur, en prenant toujours les 
parallèles à égale distance de l'équateur; les triangles ont 
pour côtés des lignes loxodromiques ou géodésiques. 

5. Dans tous les triangles sphériques équivalents, la 
somme des angles est la même. Donc, si l’on fait la pro- 
jection stéréographique de tous les. triangles équivalents 
a'b'a, a'b'b, a'b'c, a’ b'd, etc., on aura dans un 
même plan des triangles formés par des arcs de cercles, 
dans lesquels la somme des angles est constante, qui ont 
une base commune et dont les sommets sont sur unemême 
circonférence. 








DEUX THÉORÈMES DE M. BORCHARDT 


Sur les fonctions symétriques des racines d’une équation algébrique 
et sur Les rayons de courbure principaux des surfaces . 


Fonctions symétriques. 
Soit l'équation algébrique 
(e) = 2% — Aa LH, + 


la fonction symétrique >) aa... a% est le coeflicient 


du terme 7 (440) st), x (1) dans le déve- 
loppement, suivant des puissances décroissantes, de lex- 
pression suivante : 

2 Ho (rep (re) —p(r)]rip/ (er) —22,9 (x) rip (x,)—3x,p(x,)].. Lei ex) —(i— 1)g(;)] 


? (x,)9 (22) px). (rx) (rx). ..(a,—x,)(x,—2,). (xx). (rx, ,) | 


On voit que ce théorème est une extension du théo- 
rème dont on se sert ordinairement pour trouver la 
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somme de la fonction symétrique a" + a"+...+ ar, 


, . o LC 
somme qu'on obtient en développant pe) : 


p(æ) 
Rayons de courbure principaux. 


Soit f(x, y,z) — 0 l'équation d’une surface et soient 


A CAR 


\ 
ELU CET 1 df pou DAT 
VR dz 


de sorte que £? + n° + €? — 1. Cela posé, faisons 


Rd” "VE 


Æ—L—PÉ, Yi—=Y —pPn, A—=zZ—PE; 


p désignant une quantité indépendante de x, y, z; for- 
mons le déterminant 

DURE Que. 

dx dy dz 
Ce déterminant, égalé à zéro, donne une équation du 

second degré en p; car le terme p° est multiplié par le 
déterminant >, ne fe Er 

dx dy dz 
principe général pour tout déterminant dans lequel les 7 
fonctions de » variables dont on considère les coeflicients 
différentiels du premier ordre ne sont pas indépendantes. 
Or l’équation du second degré en p a pour racines les 
rayons des deux courbures principales de la surface, 


0 9» 0 d’ {] 
; qui s evanoult apres un 


Observation. Ces deux théorèmes sont dans une Lettre 
de M. Borchardt, du 21 mars 1854, adressée à M. Her- 


mite, qui a bien voulu m'en faire part. 
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SUR LA QUESTION DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 
QUI AVAIT ÉTÉ PROPOSÉE AU DERNIER CONCOURS. 





Au. Rédacteur. 
Monsieur, 

Je lis dans le numéro de septembre dernier des Vou- 
velles Annales, page 359, à propos de la question de 
mathématiques spéciales qui fut proposée au concours 
général et retirée par suite de réclamation, l’observation 
suivante : 

« La première partie est facile, mais la seconde paraît 
» difficile, si l’on n’emploie pas le calcul infinitésimal. » 

La seconde partie se résout aisément en s'appuyant sur 
ce que l’aire elliptique décrite par le rayon vecteur est 
dans un rapport constant avec le secteur qui lui corres- 
pond dans le cercle décrit sur le grand axe de l’ellipse 
comme diamètre. 

Deux mots vont éclaircir ce point. 





Lorsqu'un cercle OCA’ roule intérieurement sur la cir- 
conférence d’un autre cercle AA'B d’un rayon double, on 
démontre d’abord sans difficulté que tout point M situé à 
l'extérieur ou à l’intérieur du cercle mobile et lié inva- 
riablement à ce cercle, est dans les mêmes conditions 
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que s’il appartenait à une droite mobile MCID dont le 
segment CD , intercepté entre deux axes fixes et rectan- 
gulaires (OA , OB), serait constamment égal au diamètre 
du cerele roulant (A est le point de contaét des deux cercles, 
quand le point M se trouve en $ sur la ligne des centres). 

Il résulte de là ; comme on sait, que le lieu décrit par M 
est une ellipse SMVT dont les demi-axes ont pour lon- 
gueurs OS et AS, et sont dirigés suivant OA et OB. La 
normale à cette ellipse est la droite qui va du point dé- 
crivant M au point de contact À’ du cercle roulant. 

Maintenant, si l’on décrit un cercle sur le grand axe ST 
comme diamètre, et qu'on mène l’ordonnée PMQ, on a 


secteur elliptique MSO _ OV SA 


secteur circulaire QSO — OS OS? 


or le secteur circulaire croît proportionnellement à son 
angle QOS. Il sera donc prouvé que le secteur elliptique 
croit proportionnellement à l’angle MCS décrit par le 
rayon qui va du centre T du cercle mobile au point dé- 
crivant, si l’on démontre l'égalité des deux angles QOS 


et MCS. En effet, on a 

MP . SA MC. 

ÉD: 0$ 00 
donc les triangles rectangles QOP, MCP sont sembla- 
bles, et MC est parallèle à OQ, etc. 

Cette solution s’est également présentée à "mon hono- 

rable collègue M. Vannson, qui surveillait avec moi les 
opérations du concours. 


Agréez, etc. 
16 octobre 1854. 


Jures VIEILLE. | 


… Note. M. le lieutenant Mannheim nous a aussi communiqué une solution. 
M. Mauduit, professeur au lycée de Metz, vient de nous adresser une 
bonne solution complète des deux parties du problème. Tu. 
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Sur le dernier terme de l'équation au carré des différences et sur le véritable 
auteur d’un théorème d'analyse sur les racines d’une équation. 


(Extrait d’une Lettre.) 





Permettez-moi de vous adresser une très-courte obser- 
vation au sujet d'une phrase que je viens de lire dans les 
Nouvelles Annales (septembre, page 355). 

Après avoir apprécié d’une manière très-bienveillante 
et très-juste l’excellent ouvrage d’algèbre dont M. Serret 
vient de donner la seconde édition, vous analysez les 
notes ajoutées au texte primitif, et vous dites, à propos 
de l’une d'elles : | 

« Le dernier terme de l’équation au carré des diffé- 
» rences occupe une place importante dans certaines 
» recherches; on indique, pour le former, le procédé de 
» M. Cauchy, et, dans une note, une méthode nouvelle 
» qui semble fondée sur celle de M. Joachimstahl et 
» même ne pas en différer essentiellement. » 

Savez-vous que les choses qui ne différent pas essen- 
tiellement sont bien rares ? Leïbnitz doutait même qu'il 
en existàt. Nos grands-pères, d’un autre côté, croyant 
qu'entre deux idées quelconques on peut toujours établir 
un rapprochement tel quel, s’exerçaient quelquefois à 
chercher une ressemblance et une différenceplus ou moins 
ingénieuses entre deux choses proposées. 

Il me semble qu'un géomètre ne seraïtguère embarrassé 
si, Jouant à ce vieux jeu, il avait à comparer la Note de 
M. Serret à celle de M. Joachimstahl. 

Les deux géomètres s'occupent de l’équation au carré 
des différences, et examinent d’abord sous quelle forme 


(31) 
figure dans l'expression de son dernier terme, le terme 
tout connu de l'équation proposée. 

Voilà la ressemblance. 

M. Serret, partant de ce résultat presque évident, par- 
vient à un moyen fort ingénieux d'obtenir l’expression 
complète du dernier terme. La Note de M. Joachimstahl 
ne donne aucun procédé pour atteindre ce but. Voilà la 
différence. 

Elle me semble établir entre les deux méthodes une 
séparation essentielle. 

Vous tenez beaucoup, je le sais, à l'indication exacte 
des sources et à ce que les noms des inventeurs soient mis 
sous les yeux du lecteur. Quand il s’agit d’un ouvrage 
élémentaire, jene partage pas entièrement votre opinion, 
et vous avez pu vous en apercevoir en parcourant mon 
Traité d’ Algèbre. Le livrede M. Serret, s'adressant à des 
savants, est dans des conditions toutes différentes; aussi 
je m'associe volontiers aux reproches que vous lui faites 
indirectement (page 355) de ne pas avoir cité l’auteur de 
ce beau théorème : 

Toute fonction rationnelle des racines d'une équation 
peut étre rendue entière. 

Mais le véritable nom à citer est celui de Gauss; il à 
donné ce théorème dans son Mémoire trop peu connu 
sur la détermination numérique des intégrales (Commen- 
taires de Gottingue, t IT, p. 53; 1816), et l’une de ses 
démonstrations est précisément celle que M. Serret dé- 
veloppe en indiquant qu’elle s’étend d’elle-même au cas 
de plusieurs racines. 


Recevez, etc. J. Bertrann, 
Professeur au Lycée Napoléon. 


Note du Rédacteur. Nous acceptons avecreconnaïissance 
ces savantes et spirituelles indications. Un journal jouit 
de l’avantage de pouvoir réparer le lendemain les erreurs 
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commises la veille, et nous considérons comme un devoir 
d’user d’un tel privilége. Mais nous nous permettrons de 
faire observer que l'équation auxiliaire A, = p;,-, V,_ 
(p.453, Serret) appartient à M. Joachimstahl, c’est con- 
venu. Quant à la méthode pour parvenir à l'équation fon- 
damentale (même page 
PES 


SALE 
a ar REPT 
A (m ) Pi 


dN\y nr 
amet LEUR 


n? 





on la trouve dans les deux dernières pages du Mémoire 
français de M. Cayley : Vouvelles Recherches sur les 
covariants (Crelle, tome XL VII ; 1853) : observation que 
je dois à l’obligeance de l’éminent analyste M. Brioschi. 
Je dois une autre indication historique à l’érudition si 
vaste de M. Angelo Genocchi : la démonstration du théo- 
rème que le produit de deux expressions de la forme 
p—Bg —Cr + BCs, 
conserve la même forme (leçon vingt-cinquième), dé- 
monstration attribuée à M. Hermite, coïncide exactement 


avec celle qui est donnée par Lagrange (Mémoires de 


l’Académie de Berlin, 1767 et 17970). 





NOTE SUR LA SOLUTION DE LA QUESTION 289 


(voir tome XIII, p. 331). 





Cette solution n’est pas exacte. Abaïssons du sommet A 
une perpendiculaire AF sur le côté BC. Tant que le point 
D est entre F et D, le raisonnement est juste. Il n’en est 
plus de même lorsque F est entre D et D’; alors on peut 
avoir AD’ > AD et la conclusion du & 2° n’est plus 
admissible. Le & 3° étant fondé sur le $ 2°, cesse aussi 
d’être concluant. (Observation de M. Angelo Genocchi.) 
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CONCOURS D'ADMISSION À L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE 
EN 1854. 


Épreuve graphique. — Questions proposées. 


Cette année, presque toutes les questions ont été em- 
pruntées à l'intersection des surfaces courbes, l’une de ces 
surfaces étant toujours cylindrique ou conique; de sorte 
que le résultat représente, finalement, un effet d’ombre 
portée sur un corps de révolution dont l’axe est vertical, ou 
d'ombre portée par ce corps sur lui-même. La surface cy- 
lindrique inclinée répond au cas d’un système de rayons 
lumineux parallèles, et la surface conique au cas d’un 
point lumineux. Ces sujets mixtes, où la Géométrie et 
la Physique s’unissent dans les conditions les plus sim- 
ples, nous paraissent très-convenables. 

On voit que l’École Polytechnique poursuit son oppo- 
sition contre les épures qui ne sont que la reproduction 
des planches gravées des auteurs de géométrie descripuve, 
c'est-à-dire, contre un enseignement graphique plus ré- 
pandu encore qu'on ne le pense. 


———— 


Étant donné un corps solide formé de deux cylindres 
droits de même axe, l’un inférieur ayant pour base sur le 
plan horizontal un cercle de 3 centimètres de rayon et 
10 centimètres de hauteur, l'autre surmontant le pre- 
mier, ayant à centimètres de rayon et 2 centimètres de 
bauteur : 

1. Considérez la base inférieure de ce second cylindre 
comme la base d’un cylindre oblique, dont les génératrices 
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seraient parallèles à la diagonale d’un cube qui aurait une 
face sur le plan horizontal et une sur le plan verücal. On 
propose de trouver l’intersection du cylindre oblique avec 
le premier cylindre droit et de déterminer ensuite trois 
tangentes à cette interseclion ; savoir : une tangente en un 
point quelconque, la tangente au point situé dans un 
plan tangent au premier cylindre et parallèle au cylindre 
oblique, la tangente au point le plus bas. 

2. Sur la projection horizontale O de l'axe des deux 
cylindres, menez dans le plan horizontal une droite qui 
fasse avec la ligne de terre un angle de 45 degrés; sur 
cette droite portez à partir du point O une longueur 
OS — 12 centimètres, puis concevez qu'au point S on 
élève une verticale ST de 16 centimètres. 

Cela posé, on propose de construire intersection du 
cylindre de 3 centimètres de rayon avec le cône qui aurait 
pour sommet le point T, et pour base la base inférieure 
du cylindre supérieur. On veut aussi connaître : la tan- 
gente en un point quelconque de l'intersection, la tan- 
gente en un point situé dans un plan tangent mené au 
cylindre inférieur par le sommet du cône, un point où la 
tangente soit horizontale. 


Un tronc de cône droit à bases parallèles est posé sur 
le plan horizontal par sa grande base , qui est un cercle de 
5 centimètres de rayon; la hauteur du tronc est de rotcen- 
timètres et la petite base a 2 centimètres de rayon. Ce 
tronc de cône est surmonté d’un cylindre droit ayant 
même axe que le tronc, un rayon de 5 centimètres et 
2 centimètres de hauteur. 

3. On veut connaître l'intersection du tronc de cône 
avec un cylindre oblique qui aurait pour base la base in- 
férieure du cylindre qui surmonte le cône, et dont. les 


(35) 
génératrices seraient parallèles à la diagonale d’un cube 
dont une face serait sur le plan horizontal, l’autre sur le 
plan vertical. 

On cherchera aussi : la tangente en un point quelcon- 
que, la tangente au point situé dans le plan tangent mené 
au tronc de cône parallèlement au cylindre oblique, un 
point où la tangente soit horizontale. 

4. Dans un plan passant par l’axe commun des corps 
ci-dessus ct faisant un angle de 45 degrés avec le plan 
vertical, on prend un point S distant de cet axe de 12 cen- 
timètres et de 20 centimètres du plan horizontal. 

Cela posé, on propose de construire l'intersection du 
tronc de cône avec un cône oblique ayant pour sommet 
le pointS, et pour base la base inférieure du cylindre qui 
surmonte le cône tronqué. 

On veut aussi connaître : la tangente en un point quel- 
conque ; la tangente en un point situé dans un plan tan- 
gent mené au tronc de cône par le sommet du cône obli- 
que; la tangente en un des points pour lesquels elle a une 
direction horizontale. 


a 


5. Un hypérboloïde de révolution dont l'axe est ver- 
tical a ses génératrices inclinées de 45 degrés sur le plan 
horizontal, et un cercle de gorge de 2 centimètres de 
rayon ; il est supposé limité à deux plans horizontaux 
distants chacun de 5 centimètres du cercle de gorge. 

On propose de trouver son intersection avec un cylin- 
dre oblique ayant pour directrice la circonférence qui 
limite l’hyperboloïde à sa partie supérieure, dont les gé- 
nératrices seraient inclinées sur le plan horizontal comme 
celles de l’hyperboloïde, et dont les projections horizon- 
tales feraient avec la ligne de terre un angle de 45 degrés. 

On construira la tangente en un point quelconque de 
celte intersection. 


(36 ) 

6. Un cône droit a pour base sur le plan horizontal 
un cercle de 3 centimètres de rayon; ses génératrices 
sont inclinées sur le plan horizontal d’un angle dont la 
tangente est 2. Un cylindre oblique a pour base sur le 
même plan horizontal un cercle de 4 centimètres de rayon ; 
les génératrices font aussi avec le plan horizontal un 
angle dont la tangente est 2, et leurs projections horizon- 
tales sont inclinées de 45 degrés sur la ligne de terre. 

On propose de trouver l'intersection ‘du cône et du 
cylindre, et de construire la tangente en un point quel- 
conque de cette intersection. 

On aura soin de placer les bases des deux surfaces de 
manière que le cylindre pénètre entièrement dans le cône 
par une de ses nappes. 

7. La question précédente, maïs avec cette différence : 
les bases des deux surfaces seront placées de manière que 
l'intersection ait des branches infinies, dont on détermi- 
nera les asymptotes. 


8. Un cône droit a pour base sur le plan horizontal 
un cercle de 5 centimètres de rayon; les génératrices 
sont inclinées de 45 degrés sur le plan horizontal. 

Trouver son intersection avec un cône droit de même 
axe, dont le sommet est à 9 centimètres et demi au-dessus 
du plan horizontal et dont la base sur ce plan serait, en 
supposant qu'on fit descendre ce second cône jusqu à ce 
qu'il ait même sommet que le premier, une ellipse dont 
les axes inclinés à 45 degrés sur la ligne de terre auraient 
pour longueurs 5 centimètres et 10 centimètres. 

On construira la tangente en un point de l'intersection, 
et les asymptotes de cette courbe, s’il y en a. 





Une calotte de sphère creuse repose par sa base sur le 
plan horizontal; Île rayon extérieur de cette base est de 
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ro centimètres, le rayon intérieur de 3 centimètres ei 
demi. La hauteur de la calotte, mesurée jusqu'à la sur- 
face extérieure, est de 3 centimètres. 

_ 9. Par le centre de la base on mène une droite paral- 
lèle à la diagonale d’un cube dont une face serait sur le 
plan horizontal et une autre sur le plan vertical; puis on 
prend cette droite pour l’axe d’un cylindre dont la section 
droite serait un cercle de 3 centimètres de diamètre. 

Cela posé, on veutconnaître l’intersection de ce cylindre 
avec les deux surfaces sphériques qui limitent la calotte 
creuse, ainsi que la tangente en un point quelconque de 
l’une de ces courbes. On construira eu outre le dévelop- 
pement de la surface cylindrique du solide commun aux 
deux corps. 

10. Par le centre de la base on mène une droite doni 
la projection horizontale fait un angle de 45 degrés 
avec la ligne de terre et la projection verticale‘un angle 
de 60 degrés, puis on prend cette droite pour l'axe d’un 
cône dont le sommet est à 8 centimètres du centre de 
la base de la calotte et dont la section, faite perpendicu- 
lairement à l’axe et à 3 centimètres du sommet, est 
un cercle de 1 centimètre de rayon. 

Cela posé, on veut connaître l'intersection de ce cône 
droit avec les deux surfaces sphériques qui limitent la 
calotte creuse, ainsi que la tangente en un point quel- 
_conque de l’une de ces courbes. On fera une coupe par le 
plan des deux axes, et cette coupe devra être dégagée de 
toute ligne de construction, afin de représenter plus 
nettement l'ouverture faite par le cône dans la calotte. 


411. Etant donné un corps solide dont deux faces sont 
des plans verticaux représentés sur le plan horizontal par 
les droites parallèles xy et wv, entre lesquelles il y a une 
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distance de 9 centimètres ;: on suppose que dans cecorps 
solide on pratique un vide composé comme il suit : 1%un 
prisme droit ayant 3 centimètres de hauteur et pour base 
le parallélogramme ABCD dans lequel les côtés AD, BC 
sont à 8 centimètres l’un de l’autre, et inclinés de 45 de- 
grés sur les premiers; 2° un demi-cylindre surmontant 
ce prisme, ayant ses génératrices horizontales, une sec- 
tion droite circulaire de 8 centimètres de: diamètre, et 
placé de telle sorte qu’il.soit tangent aux deux plans ver- 
ticaux ADet BC. 

Cela posé, on demande de représenter sur un plan ver- 
cal parallèle à AB les limites de la partie enlevée dans le 
corps solide, en ayant soin de distinguer les parties vues 
des parties cachées. 

On propose de construire l’intersection des surfaces 
qui limitent ce solide enlevé par un cylindre oblique qui 
aurait pour base l’ellipse projetée sur CD, et dont les gé- 
nératrices seraient parallèles à une droite dont la projec- 
tion horizontale fait un angle de 45 degrés avec la ligne 
de terre, et la projection verticale un angle de 60 degrés. 
On veut aussi connaître le point où l'intersection des 
deux cylindres rencontre l’ellipse projetée sur CD et! la 
tangente au point d’intersection situé sur une des Re 


trices AD ou BC. 

42. Étant donné un tore produit par la rotation d’un 
cercle de 3 centimètres de rayon autour d'un axe verti- 
cal situé dans son plan, et distant de 5 centimètres du 
centre du cercle générateur, on suppose qu'un plan pa- 
rallèle à la ligne de terre soit incliné de 40 degrés sur le 
plan horizontal et placé de telle sorte qu’il coupe à la fois 
: la nappe du tore décritepar le demi-eercle qui tourne sa 
concavité vers l’axeet celle qui est décrite par l’autre demi- 
cercle, sans cependant que ces courbes soient séparées: 
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On propose de construire l'intersection du toré par le 
plan, ainsi que la tangente en un point quelconque de 
cette courbe: Il faudra aussi trouver cette section en vraie 
grandeur, et ce que devient la tangente au point considéré. 


13. Une demi-sphère creuse de 9 centimètres de rayon 
intérieur et de 2 centimètres d'épaisseur est posée sur le 
plan horizontal, la convexité en dessous. 

On veut connaître son intersection avec un cône 
oblique déterminé comme suit : le sommet est au point 
le plus bas de la surface intérieure de la sphère; l’axe es 
la corde du quart de cercle, section de la sphère inté- 
rieure par un plan méridien vertical , faisant un angle 
de 45 degrés avec le plan vertical; la base du cône sur le 
plan de l'hémisphère est un cercle de 6 centimètres de 
rayon. On construira en outre la tangente en un point 
quelconque de l'intersection. 

On fera une coupe par le plan des deux axes ; elle sera 
dégagée de toute ligne de construction, afin de représen- 
ter plus nettement l’ouverture faite par le cône dans Ja 
demi-sphère. 

La question sera traitée sans changement de plans de 
projection. On pourra indiquer des méthodes de solution 
où la position de ces plans serait changée. 

Note du Rédacteur. On cherche avec raison à ré- 
pandre, à populariser cette langue universelle qu'on ap- 
pelle le dessin. Pourquoi cette langue est-elle exclue du 
grand concours universitaire ? pourquoi négliger un tel 
stimulant? On pourrait donner des prix adaptés à ce 
genre de connaissances ; entre autres les notes et croquis 
de Géométrie descriptive ou quelques uns des solides de 
la collection en relief {t. XIE, p. 456). Nous ne saurions 
trop recommander ces productions du chef des travaux 


. 
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graphiques à l'École Polytechnique à l'attention de l'Uni- 
versité, des professeurs et des chefs d'institution. 

Outre le sentiment de l’art, l’habileité de l'artiste, 
M. Bardin possède les qualités du professeur et les théo- 
ries graphiques spécialement enseignées dans la grande 
école. De là le mérite distinctif de ses ouvrages. 


À 20 0 


SUR LA FRACTION CONTINUE 
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4+:..? 
Par M. F. AMORETTI, 
Élève du Lycée de Versailles (* ). 





Travaillant sur la fraction continue que l’on doit à 
Brounker, pour représenter t, j'ai été conduit à mede- 
mander ce que pouvait représenter la fraction 


I 





1 + 3 
2 + at 


Après quelques recherches inutiles, j'ai trouvé danses 
Notes à la Géométrie de Legendre un passage qui se rap- 
portait à ma question; je copie textuellement (Note IV, 
page 289 de la 14° édition). 

« Considérons la suite infinie : 


Net ee 1 a I ai F 
‘A téme DURE D 0) z(2-1) | 1.2.3 z(z+1)(+0) 


ee 


(*) Lauréat de 1854. 
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dont le terme général est 


I | a” 
Tia en 2 (2 1). es{2 Pr 1) 


Si l'on remplace z par z + 1 dans 9 (z) et qu’on retran- 
che , On aura 

a a? À 
ZI ORDRE NET 0 





p(z+i)=1+ 


et 
pe: a a: 
NO Er) GLnGhad ” 


(2) — + (z 1 Le fig Le RU ant. 
? ? arc RS Sfeba)( C3)": 


» Dans la série entre crochets, on reconnaît ® (z + 2), 
on a donc 


e()—et+i)e= ets +) 


Divisons par ® (z + 1), et posons 
on aura 


Mettant successivement z + 1, z + 2, à la place de z, 
et mettant sa valeur pour f (z + 1) dans f (z), pour 
f(z +2) dans f (z + 1), etc., on obtient 


» Posant CA ) 


(*) Ce dernier alinéa n’est pas dans Legendre. Tu. 


on obtient 





[ C'est ici que commence le travail qui m'est propre. | 


On a 
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Il s’agit de sommer les suites des deux termes. Posons 





x° TL x! 
HOME RES Ar TER 205 0 SO 


Différentiant les deux membres, 


QE ES des 
aa M 6 RSR GDS Al 


et divisant membre à membre, 


T? 3 
Ÿ dx FE rte x Sub 
dh w— % ne 
IE + + 
I 1°.2 


On voit maintenant que u n’est autre chose que ce que 


à à dx : : 
devient la fonction on » quand on y faitx — 1; ilnereste 
: 
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donc plus qu’à trouver la nature de la fonction Y, qui se 
développe suivant la série (1), ou seulement la nature de 
sa dérivée que je désigne par £ et qui se développe suivant 
la série (2), 


seat ina 
= I El CS + EARCT LR: .. 
I na LE ee nas à 
Différentiant les deux membres, 
dt ù œ ni a 4 Pe a 
ee p ptet) do dt ge Re CL 7 
dx ARE Ae REG ME EPS CIN PORN 


multipliant par x et différentiant de nouveau, 


x dt x? mr T° 
EE 
dx 12,2 12.922,3 ? 


J zdt LS 2 x? a d 
dx | — Ho obreeumoeno is fi 


d’où 


Mais la série du second membre est précisément celle 
dont £ désigne la somme: par suite, la sommation de cette 
série est rappelée à l'intégration de l'équation du second 


ordre, 
d (+) Air : 
dx 
Faisons 
tdx = dy, 
d'où 


dy TOUS T 
— a ME ne NU DE SE 
dx dx dx? 


nous aurons, en substituant, 


d'y 
à d le ee) TE 


et en intégrant, 





mar 
dx! 





= Y + A ; 


À désignant la constante arbitraire. 
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On donnera une forme plus simple à l’équation en 


posant | 
, 6 dAPNAOp 
d'où ‘dx dx’? 


J+A=p, 
et, en substituant, 
xd? p 
3 = p. 

Nous ramènerons cette équation au premier ordre en po- 
sant p — ef", v étant une autre fonction de x, ear on a 
dp = ef#, vdx,  d?p = dx (pdv + v'pdx), 
on trouve, en reportant cette dernière expression dans 
l'équation (3) et supprimant le facteur p, 

do 


a Ut CU O ; 


cas particulier de l'équation de Riccati. 


Versailles, 24 octobre 1854, 


tonne 


(La Note suivante a été communiquée par M, HerLosie, 
chef de l'institution Saint-Louis, à Versailles , neveu 
et successeur de M. Potin.) 


Émile-Michel Amorerrr est né à Moscou, le-1°" juin 
1838, de parents piémontais. Son père naquit à Nice 
alors que le Piémont, sous le nom d’Alpes-Maritimes, 

appartenait à la France. En 1830, sa famille quitta Nice, 
où elle avait été malheureuse, pour aller chercher for- 
tune en Russie. 

E. Amoretti dès son enfance aimait l’étude. Son père 
fit un dernier sacrifice et l’amena en France en 1849, 
le confia d’abord aux soins de M. Tanquerel, maître de 
pension à Saint-Germain, puis, peu de temps après, à 
ceux de M. Potn, chef de l'institution Saint-Louis, à 
Versailles. Son nouveau maître reconnut bientôt toutes les 
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brillantes qualités de son élève et mit tout en œuvre pour 
lui assurer un bel avenir. 

À l’âge de 13 ans, Amoretti obtint au concours géné- 
néral de 1851 le premier accessit de mathématiques acces- 
soires : succès qui devait en faire présager bien d’autres. 

En 1850, la position de M. Amoretti ne lui permit plus 
de subvenir aux besoins de son fils , et il pria M. Potin 
de ne point abandonner son élève. M. Amoretti mourut 
en 1852, et M. Potin devint le père adoptif de cet or- 
phelin qui s’est toujours montré digne et reconnaissant 
d’un pareil sacrifice. 

Le malheur qui venait de frapper E. Amoretti lui in- 
spira de nouveaux efforts; son intelligence supérieure 
grandit encore par le travail qui devenait pour lui 
une nécessité plus pressante, une passion impérieuse. 
« Je veux, disait-il, me faire une position ; je me sens la 
force de tout faire pour arriver à mon but. » 

Il ne s’occupait pas exclusivement des ouvrages des 
grands maîtres en mathématiques, mais il lisait avec une 
satisfaction aussi grande Montaigne et Montesquieu ; l7- 
mitation était sa lecture favorite. Sa mémoire était pro- 
digieuse. 

Il observait dans les plus petites choses un ordre mer- 
veilleux , réglant jour par jour, heure par heure, l’em- 
ploi de son temps. Depuis le mois de janvier 1852, il a 
consigné sur un carnet ses moindres actions ; il n’oublie 
pas le plus petit détail, mettant en toutes choses une 
exactitude mathématique. 

S'il se livrait presque exclusivement aux mathéma- 
tiques , c'était pour arriver plus tôt à son but; mais il 
aurait eu une aptitude presque égale pour les langues. 
Il put sans peine étudier avec succès l’hébreu, l'anglais et 
l'allemand , et jamais il n’a fait montre de son savoir. 
Lauréat du grand concours, admis sans concours à l’Ecole 
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Normale, présenté à l’Impératrice, il ne conçut pas le 
moindre orgueil. Sa modestie était extrème (*). 
D'un caractère très-gai, il avait une conversation très- 
aimable et très-spirituelle lorsqu'on le mettait à l'aise. 

D'une constitution robuste, d’une santé de fer, Amo- 
retti fut légèrement indisposé vers la fin du mois d’oc- 
tobre; il combattit ce malaïse jusqu’au 28. Cette indispo- 
sition devint plus grave et le força à garder le lit; c'était 
la veille de son entrée à l’École. Les symptômes de la 
fièvre typhoïde se manifestèrent; il eut deux hémorragies 
très-abondantes qui, en diminuant ses forces, nous don- 
naient de l'espoir; maïs la fièvre, qui avait pendant les 
huit premiers jours suivi un cours parfaitement régulier, 
fut, le 8 novembre, accompagnée de nouveaux accidents; 
et, à la suite d’une crise violente, il y eut une prostra- 
tion complète de forces et Amoretti mourut paisiblement. 
On est contraint à admirer une existence aussi belle, aussi 
bien remplie, une intelligence aussi brillante qui pouvait 
rendre des services à la science. 

Note du Rédacteur. M. Vannson, le professeur d’A- 
moretti, nous écrit : « Depuis trente ans que j'enseigne 
les mathématiques je n’ai jamais rencontré dans aucun 
élève une intelligence aussi remarquable et un goût aussi 
prononcé pour l'étude des sciences. » 


(*) C’est lui qui lors du dernier concours a déclaré connaître la pre- 
mière question (voir t. XIIL, p. 296): acte de délicatesse et de loyauté 
plus honorable que le prix du concours. - ; 

Dans une Lettre jointe à son travail, il dit qu'il nous enverra le prix 
couronné , en ajoutant qu’il cherchera à relever la faiblesse du sujet par 
quelques considérations générales. 

Lauréat de 1810, M. Cousin, âgé de 18 ans, fut admis à l’École Nor- 
male, sans concours : premier et illustre précédent. Tu. 








DESCRIPTION D'UN APPAREIL DESTINE À L'ENSEIGNEMENT 
DE LA GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE, 


CoxsrRuiT PAR M. WEISSAND, 


Professeur de travaux graphiques, chargé des Cours municipaux de Dessin, à Strasbourg ; 


Par M. TERQUEM (Azrrren ), 


Professeur de Physique au Lycée de Châteauroux. 


L'appareil de M. Weïssand se compose de deux plans 
rectangulaires ayant environ 30 centimètres de longueur 
sur 20 centimètres de largeur; les deux plans en zinc 
recouvert de bois noirei sont réunis par une charnière 
placée le long de la plus grande dimension; ils font entre 
eux un angle droit, et figurent aïnsi les deux plans de pro- 
jection , la charnière étant la ligne de terre. Comme, dans 
certains cas, il faut employer des plans auxiliaires de 
projection, à la suite de chacun des plans de projection 
se trouve placé un rectangle de mêmes dimensions que 
le premier, qui peut tourner autour d’une charnière per- 
pendiculaire à la ligne de terre, verticale pour le plan 
vertical de projection, horizontale pour le plan horizon- 
tal. On a aïnsi deux plans auxiliaires qui peuvent se 
placer perpendiculairement à la ligne de terre et se ra- 
battre l’un sur le plan vertical et l’autre sur le plan ho- 
rizontal. Si l’on ne veut pas se servir de ces plans, placés 
à la suite des premiers, ils doublent la longueur de l’ap- 
pareil. 

Chacun des plans de projection porte parallèlement à 
la ligne de terre une raïnure qui le divise en deux par- 
ties égales ; quatre autres rainures, également espacées, 


\ 
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sont disposées perpendiculairement à la première. Ces 
rainures ont pour section un trapèze, afin que les règles 
qui y glissent, et les remplissent quand on ne veut pas s’en 
servir, ne puissent s’en échapper. C’est dans ces diverses 
rainures que l’on glisse le support sur lequel on fixe les 
diverses figures destinées à être projetées. 

Ce support consiste en un tronc de pyramide quadran- 
gulaire glissant à frottement dur dans les diverses rai- 
nures. Ce tronc de pyramide est traversé, suivant son 
axe, par un cylindre creux dans lequel peut tourner, à 
frottement dur, un cylindre plein des mêmes dimen- 
sions. Sur ce cylindre est placée une petite virole de 
cuivre, dans laquelle peuvent se visser diverses petites 
tiges de fer. Cette virole n’est pas invariablement liée au 
cylindre qui la supporte, mais elle peut tourner autour 
d’un axe perpendiculaire à celui du cylindre et parallèle, 
par suite, au plan de projection sur lequel est fixée la 
petite pyramide. On peut donc donner à cette virole 
deux mouvements rectangulaires. 

1°. En faisant tourner le cylindre sur lui-même, le 
mouvement de rotation s'exécute autour d’un axe perpen- 
diculaire au plan de projection. 

2°, En faisant tourner la virole autour de l’axe perpen- 
diculaire à celui du cylindre, on peut lui donner, ainsi 
qu’à la tige qu’elle supporte, toutes les inclinaisons sur 
le plan de projection. ; 

3°. Enfin, en faisant glisser tout le support dans les 
diverses rainures, on peut faire occuper à cette tige des 
positions très-variées. 

Dans la virole viennent se fixer, à l’aide d’un pas de 
vis, diverses tiges de fer représentant des lignes droites, 
courbes, planes, à double courbure, etc. On peut ainsi 
démontrer tous les théorèmes relatifs à la ligne droite et 
aux lignes courbes. 
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Pour placer dans l'espace des figures planes, on visse 
dans la virole une tige sur laquelle glisse un curseur; le 
curseur porte latéralement un petit axe qui traverse des 
diverses figures planes figurées par des petites plaques de 
tôle découpées qui sont fixées invariablement à laide 
d’un écrou de pression. 

Enfin on peut également prendre des volumes quel- 
conques , faits SRE en tôle vernie, tels que des cy- 
lindres , des cônes, des pyramides , des sphères, etc. Pour 
soutenir ces corps , on fixe sur la virole une tige qui porte 
perpendiculairement une seconde tige; cette dernière se 
replie ensuite d'équerre parallèlement à la première; on 
a ainsi deux tiges parallèles très-rapprochées Pune de 
l’autre et invariablement liées ensemble. Les divers corps 
solides que l’on veut placer dans l’espace sont traversés 
à la fois par ces deux tiges et se trouvent ainsi fixés d’une 
manière invariable. À ces diverses figures sont joints des 
plans qui sont découpés de manière à s'appliquer entre les 
deux plans de projection sous différentes inelinaisons. 

A l’aide d’un petit fil à plomb et d’une règle, on peut 
tracer avec de la craie sur les plans de projection les 
projections des diverses lignes, plans, corps situés dans 
l'espace et surtout montrer les transformations que ces 
projections subissent, quand on donne aux figures à pro- 
jeter tel ou tel mouvement. 

Telles sont les principales dispositions de cet ingénieux 
appareil avec lequel il est facile de construire toutes 
les figures qui doivent être étudiées dans un cours de 
géométrie descriptive; appareil supérieur à ceux qui ont 
déjà été construits pour le même but, à cause de la 
généralité de son emploi. Il peut être En utile pour 
l’enseignement de la géométrie descriptive à des élèves 
peu accoutumés aux considérations abstraites et qui ont 
peu l'habitude de la géométrie. Sa place est naturellement 
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marquée dans tous les cours industriels où :il est appelé 
à rendre de grands services au professeur et aux audi- 
teurs. 


QUESTION. 


en eee 


296. On donne dans le mème plan deux systèmes de 
sept points chacun et qui se correspondent. Faire passer 
par chacun deces systèmes un faisceau de sept rayons, de 
telle sorte que les deux faisceaux soient homographiques. 
Démontrer qu'il n’y a que trois solutions. ( CnasLes.) 


EXERCICES SUR DE GRANDS NOMBRES. 


es 


2% — 63382 533001 14114 70074 83516 02688 = a, 
log 2— 0,30102 99956 63081 19521 3733894724 49, 


a log 2 donne pour caractéristique 
19080 04273 45073 52812 2179413680 — b, 


ainsi, d + 1 est le nombre de chiffres de 2“. 

Ce calcul a été fait par Clausberg et se trouve dans son 
ouvrage Démonstrativer Rechenkunst, Arithmétique dé- 
monstrative , [T° partie, $ 1474; Leipsig, 1782; in-&°. 
On y donne les logarithmes de Briggs de 1 à 100 avec 32 
décimales. Les Tables de Callet renferment de tels loga- 
rithmes de 1 à 1097 avec 61 décimales ; mais il faut pren- 
dre les dix décimales à gauche dans la Table des 20 dé- 
cimales. 


ess 





THÉORIE DE LA DIVISION ARITHMÉTIQUE DES NOMBRES ENTIERS ; 


. Par M. L.-E. FAUCHEUX. 


Traitée avec la simplicité convenable , la division ne 
présentera pas aux élèves plus de difficultés que les 
autres règles arithmétiques. 

(Nouveau Programme del Ecole Polytechnique .\ 


re 


Lemme. Soit à multiplier deux nombres, par exemple 
7436 par 48. On pourra toujours obtenir le produit de la 
manière suivante, On multipliera d’abord 48 par 6, ce qui 
donnera 288: on écrira 8 et on retiendra 28. On multi- 
pliera ensuite 48 par 3, ce qui donnera 144, à quoi on 
ajoutera 28 du produit partiel précédent, ce qui donnera 
172; on écrira 2 et on retiendra 17. On multipliera 48 
par 4, et au produit 192 on ajoutera 17, ce qui donnera 
209; on écrira 9 et on retiendra 20. Enfin on multipliera 
48 par 7, et au produit 336 on ajoutera 20; on aura 356, 
qu’on écrira entièrement, et le produit sera 356928. 

On pourra toujours considérer le produit d’une multi- 
plication effectuée comme ayant été obtenu par ce pro- 
cédé-là. 

Dans cette multiplication, il n’y a qu'un produit par- 
el entièrement écrit, c’est le dernier, c’est-à-dire le 
produit du multiplicateur par le chiffre des plus hautes 
unités du multiplicande. Des autres produits partiels on 
n’a écrit que le chiffre des unités; et ce chiffre exprime 
des unités de même ordre que celles du chiffre du multi- 
plicande qui a donné le produit partiel. 

Les retenues de chaque produit partiel n’égaleront ja- 
mais le multiplicateur 48 ; en effet, le premier produit 

4. 
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partiel sera au plus 48 X 9 <[ 48 %X 10, ou 48 dizaines ; 
donc les retenues du premier produit partiel seront moin- 
dres que 48 ; le deuxième produit partiel sera encore au 
plus 9 X 48, etil faudra l’augmenter d’un nombre moindre 
que 48; la somme sera donc plus petite que 10 fois 48; 
donc les retenues du deuxième produit seront aussi moin- 
dres que 48, et ainsi de suite. 

Ce qui précède sont des remarques qui +pparHenMut 
à la muluplication. 


Division. 


Définition. La division a pour but de trouver un 
nombre nommé quotient, qui, multiplié par un nombre 
donné nommé diviseur, reproduise un troisième nombre 
aussi donné, nommé dividende. 

De cette définition résulte comme conséquence qu’on 
doit employer la division pour partager un nombre donné 
en parties égales, ou pour chercher combien de fois un 
nombre en contient un autre. 

Soit à diviser 356928 par 48. D’après la définition, 
nous pouvons regarder le quotient comme étant le multi-: 
plicande d’une multiplication dont 48 serait le mulupli- 
. cateur et 356928 le produit. 

Nous avons vu que dans toute multiplication il y avait 
un produit partiel entièrement écrit, et qu’il n’y en avait 
qu'un, que c'était le dernier produit partiel, et que, par 
conséquent, il était exprimé par un certain nombre de 
chiffres à gauche du produit total, Or il est facile de trou- 
ver ce dernier produit partiel dans le produit total 356928. 

Eu effet, dans notre exemple, il a été obtenu par la 
multiplication de 48, nombre de deux chiffres par un 
nombre d’un chiffre; il y a donc au plus trois chiffres et 
au moins deux. C’est donc 356 ou 35 ; mais il est au moins 
égal à 48 et plus petit que 10 fois 48; donc c’est 356. 
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| De là la règle suivante : Pour trouver le premier 
chiffre du quotient , il faut prendre au dividende autant 
de chiffres qu'il y en a au diviseur, si, etc., ou un chiffre 
de plus, si, etc.] s 

Ce nombre 356 a été obtenu en multipliant 48 par le 
chiffre des plus hautes unités du multiplicande qui est 
le quotient cherché, et augmentant le produit des retenues 
du produit précédent, retenues qui sont moindres que 48. 
Donc 356 tombera entre deux multiples consécutifs de 48, 
et le plus petit de ces deux multiples sera le produit de 48 
par le chiffre des plus hautes unités du multiplicande, 
c'est-à-dire du quotient. Donc si l’on forme le tableau 
des 9 premiers multiples de 48, celui qui sera immédia- 
tement inférieur ou au plus égal à 356 sera le dernier 
produit partiel débarrassé des retenues du produit pré- 
cédent. 





356928 | 48 A a 
336 3436 2 5700 
209 3. 144 
192 4 192 
172 5 240 
144 6 288 
288 7 336 
288 8 384 
se 9 432 


En consultant le tableau des multiples de 48 , on trouve 
que le multiple immédiatement inférieur à 356 est le 
septième, qui est 336; donc le chiffre des plus hautes 
unités du quotient est 7. Retranchant 336 de 356, le 
reste 20 représente les retenues, c’est-à-dire les dizaines 
du produit partiel précédent; de plus, le chiffre des uni- 
tés de ce produit est le chiffre qui, dans le dividende, est 
immédiatement à la droite de 356, c’est-à-dire 9 : l’avani- 


(54) à 
dernier produit partiel augmenté des retenues dû produit 
partiel précédent était donc 209. Maïs ce produit a été 
obtenu par la multiplication de 48 par le chiffre du quo- 
tient immédiatement à droite de 7; donc on aura ce 
chiffre en cherchant quel est le multiple de 48 immédia- 
tement inférieur ou au plus égal à 209. On trouve que 
c’est 192, qui est le quatrième multiple : donc le second 
chiffre du quotient est 4; et en continuant le même raï- 
sonnement on aura successivement tous les chiffres du 
quotient. 

Les différents produits 256 , 209, 172,288, se nomment 
dividendes partiels. 

ÆAbréviation. On peut se dispenser de faire le tableau 
des neuf multiples. En effet, en reprenant l'opération ci- 
dessus, on voit qu’il s’agit de trouver par quel chiffre il 
faut multiplier 48 pour avoir 356 ; or ce chiffre est à peu 
près le même que celui par lequel il faudrait multiplier 
40 pour avoir 350 , lequel est exactement le même que le 
chiffre par lequel il faudrait multiplier 4 pour avoir 35. 
Mais ce dernier se trouve immédiatement par la table de 
Pythagore; donc on pourra se dispenser de former les 
multiples du diviseur. 

On démontrera sans peine que le chiffre ainsi obtenu 
ne peut être Jamais trop faible ; mais qu'il peut être exact 
ou trop fort. Il faudra donc vérifier le chiffre obtenu: ce 
que lon fera en le multipliant par le diviseur et retran- 
chant le produit du dividende partiel. Si la soustraction 
peut se faire , le chiffre trouvé sera le chiffre convenable. 
Si le produit est plus grand que le dividende partiel, le 
chiffre trouvé sera trop fort, il faudra diminuer le quo- 
tient d’une unité et recommencer l'essai. 

Il n'existe pas toujours un nombre entier qui, multi- 
plié par le diviseur, reproduise le dividende. Alors le 
quotient est compris entre deux nombres entiers consé- 
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cutifs, et en prenant pour quotient l’un ou l’autre de ces 
deux nombres entiers, on a le quotient, à moins d’une 
unité. Dans ce cas, le reste de la dernière soustraction 
n’est pas nul ; on le nomme le reste de la division. 

Si l’on prend: pour quotient le plus petit des deux 
nombres entiers, on a le quotient par défaut et le reste 
par excès; si l’on prend le plus grand des deux nombres, 
on a le quotient par excès et le reste par défaut. Il est 
facile de voir que le reste par excès plus le reste par défaut 
égalent Le diviseur. 

En choisissant convenablement l’un des deux quotients, 
on peut obtenir le résultat à moins d’une demi-unité : il 
sufhit de prendre le quotient qui donne le plus petit reste. 

On déduira facilement de là, la règle générale ordi- 
naire. 

Cette théorie, dont quelques points sont seulement es- 
quissés, est soumise à l'appréciation critique de MM. les 
Professeurs ; et cette Note, tirée à très-petit nombre, 
leur est uniquement destinée. 





CONTACT DES CERCLES SUR LA SPHÈRE, PAR LA GÉOMÉTRIE ; 


Par M. VANNSON, 
Professeur à Versailles. 


em 


1°. Par un point C niener un arc de grand cercle tari- 
gent à un petit cercle donné. 
Soient P le pôle du petit cercle donné, r sa distance po- 


laire < =) et À Ja distance de C à P; de P comme pôle, 


avec 2r pour distance polaire, décrivez un are de cercle, 
et de C comme pôle un autre arc avec À pour distance 
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polaire. Soit X un des points de rencontre de ces deux 
arcs ; joignez X avec P : la rencontre de l'arc obtenu avec 
la circonférence donnée sera le point de contact. Deux 
solutions. Pour que le problème soit possible, il faut 
ne ait Arret A ET iTe ; 

. Étant donnés deux petits cercles, construire un 
g1 2 cercle qut leur soit tangent. 

Soient P, P’ les pôles des noie donnés; À la Fra 
tance P, P’: R,r leurs distances polaires. Considérons 
d’abord le cercle tangent qui coupe l’arc PP’ sur son pro- 
longement ; on trouvera le pôle dece grand cercle tangent, 
en construisant un triangle sphérique dont les côtés soient 


ae (T- R); (Er) P,P’ seront deux sommets, 
2 2 


le troisième sommet sera le pôle cherché. On trouve 
pour conditions 


ADœR—7r, et AHR+r LT. 


Considérons maintenant le cercle tangent qui coupe 
l’arc PP'entre P et P’. Son pôle sera le troisième sommet 
: Vds T Îr 
d’un triangle ayant pour côtés À, (£ Pi r) ) ë — R) ; 


On irouve pour conditions 
ADRæ+r, A+HR—r<7r. 


3°. Taéorkme. S£ trois cercles tracés sur une sphère 
se coupent deux à deux, les trois arcs de grands cercles 
qui joignent les points d’intersection sur un méme cercle 
concourent au méme point. 

Ce théorème se déduit facilement de son analogue sur 
un plan, à l’aide des projections stéréographiques. Pour 
cela, traçons sur un plan P trois cercles qui se coupent 
deux à deux; soient AB, AB’, AB’ les trois cordes 
communes, et X leur point de concours. Du point X 
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comme centre, décrivons une sphère, et prenons pour 
centre de projection le pôle P' du plan P. Les trois cercles 
donnés auront pour projection sur la sphère trois autres 
cercles, et les cordes communes auront pour projections 
trois arcs de grands cercles qui passeront par les points 
communs aux trois cercles de la sphère pris deux à deux, 
et par les pôles du plan P : ce qui démontre le théorème 
énoncé. 

4°. Étant donné un petit cercle sur une sphère, si de 
son pôle on décrit un second cercle ayant pour distance 
polaire le complément de la distance polaire du premier, 
et que, par le pôle commun, on trace un arc quelconque 
de grand cercle coupant les deux petits en À et B ; ces 
deux points convenablement choisis seront à 90 degrés 
de distance l’un de l’autre, et chacun d’eux sera le pôle 
de la tangente mence par l’autre au cercle sur lequel il 
se trouve. On les nomme points conjugués. Les deux 
cercles ainsi obtenus sont appelés polaires réciproques. 

Cela posé, si deux cercles se coupent en deux points À, 
B, et qu'on trace pour chacun d’eux le cercle polaire ré- 
ciproque, les grands cercles ayant A et B pour pôles se- 
ront tangents à ces deux derniers cercles en des points 
conjugués de À et de B, et l'intersection de ces deux tan- 
gentes communes sera le pôle de l’arc passant par À et B. 

»°. Si trois cercles se coupent deux à deux, et qu'on 
trace leurs cercles polaires reciproques, puis qu’on mène 
à ces derniers cercles, pris deux à deux, deux tangentes 
communes, les trois points de rencontre de chaque couple 
de tangentes seront les pôles des trois ares menés par les 
points d’intersection. Or ces trois ares concourent en 
un même point O; donc les trois points de rencontre 
des tangentes seront sur un grand cercle ayant O pour 
pôle. 

6°. 87 par deux points À ,B on fait passer des cercles 
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et que par un point GC, pris sur AB prolongé, on leur 
mène des arcs de grands cercles tangents, le lieu du 
point de contact sera une circonfér ‘ence ayant er pôle 
le point C. 

Ce théorème se démontre facilement par les projections 
stéréographiques. Si le point C est pris entre À et B, l'arc 
tangent se remplace par l’arc minimum, et le point de 
contact par le point où cet arc minimum coupe la cir- 
conférence. 

7°. ProszÈme. Par deux points À, B mener un cercle 
tangent à un pelit cercle. 

Le théorème 3 conduit à la construction suivante : 
Par À et B menez un cercle quelconque, qui coupe le 
cercle donné aux points C, D; prolongez les ares CD, AB 
jusqu’à ce qu'ils se rencontrent en un point O; menez 
de ce point O deux tangentes au cercle donné. Soient M 
et N leurs points de contact: la question sera ramenée 
à faire passer un cercle par les trois points A, B, M ou 
À,B, N. L'explication se ferait comme sur un plan. 

Cette construction ne serait pas applicable si le cercle 
donné était un grand cercle. Mais en se reportant au théo- 
rème 6, on est conduit à la construction suivante: Par 
À et B menez un cercle arbitraire et par le point O une 
tangente à ce cercle. Soit D le point de contact; prenez, 
à partir du point O sur le cercle donné, deux longueurs 
OM, ON égales à OD : les points MN seront les points 
de contact demandés. 

8°. On peut résoudre de la même manière le problème 
suivant : | 

Étant donnés un cercle et deux points, faire passer 
par ces deux points un second cercle qui coupe le pre- 
mier en deux points éloignés l’un de l’autre d’une lon- 
gueur donnée. 

9°. La considérauon des cereles polaires réciproques per- 
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met de ramener au problème 8 celui dont voici l’énoncé : 

Étant donnés deux grands cercles et un petit À , me- 
nel aux deux premiers un cercle tangent B tel, que st 
l’on mène aux deux cercles À et B deux tangentes com- 
munes, l'angle de ces tangentes soit égal à un angle 
donné. 

10°. Prosième. Étant donnés deux points et un grand 
cercle, trouver sur ce cercle un point tel, que la somme 
des distances de ce point aux deux points donnés soit 
égale à un arc donné. | 328 

Ce problème se ramène facilement au problème 8, 
comme sur un plan. 

11°. Par la considération des cercles polaires, on ra- 
mène le problème suivant au problème 10 : 

Étant donnés un point et deux arcs de grands cercles, 
mener par le point un troisième cercle coupant les deux 
autres sous deux angles dont la somme est donnée. 

12°. Les problèmes 10 et 11 peuvent encore s’énoncer 
de la manière suivante : 

1. Étant donnés les foyers d’une ellipse sphérique et 
l’axe des foyers, trouver son intersection avec un grand 
cercle donné de position. 

2. Construire un triangle sphérique, connaissant la 
surface, un angle et un point par lequel doit passer le 
côté opposé. 

13°, Tuéorkme. Étant donnés deux petits cercles sur 
une sphère, on peut évidemment mener une infinité de 
grands cercles qui les coupent tous deux sous des angles 
égaux ; tous ces cercles passent par un point fixe sur le 
prolongement de la ligne des pôles, ou par un second 
point sur la méme ligne entre les deux pôles. Le premier 
point se nomme centre de similitude directe; le second, 
centre de similitude inverse. 

Soient À, B, A’, B’ les quatre points de rencontre de 


| ( 60 ) 
l'arc des pôles avec les circonférences données, À , B étant 
les deux points les plus rapprochés. (Nous supposerons, 
pour fixer les idées, deux cercles extérieurs l’un à l’autre.) 
Supposons mené un grand cercle coupant les cercles don- 
nés sous des angles égaux, et soient C, D, C’, D’ les 
quatre points de rencontre, C, D désignant les plus voi- 
sins. Les quatre points A,B,C, D sont sur un même 
cercle : on le démontre facilement en faisant voir que 
dans le quadrilatère ABCD, la somme de deux angles op- 
posés égale celle des deux autres. Soient E, H, E/, H! les 
quatre points analogues aux précédents pour un autre 
grand cercle, les quatre points À , B, E, H sont de même 
sur un cercle, ainsi que les quatre points C, D, E, H 
(même démonstration). On a donc deux cercles qui se 
coupent deux à deux; donc (n° 3) nos deux grands cercles 
et l’axe des pôles se coupent au même point. 
ci QE 

Remarque. Il est aisé de voir qu’un grand cercle cou- 
pant les deux donnés sous des angles égaux peuvent cou- 
per l’axe des pôles entre les deux pôles ou sur le prolon- 
sement de cet arc; de là la distinction des deux centres 
de similitude. Pour trouver géométriquement le premier 
centre de similitude, considérons d’abord deux cercles 
extérieurs l’un par rapport à l’autre; soient PP/ leurs 
pôles, RR’ leurs distances polaires, A la distance de leurs 
pôles. De P comme pôle avec R + & comme distance po- 
laire décrivons un cercle, et de P' comme pôle un second 
cercle avec R'+ à pour distance polaire ; ces deux cercles 
se couperont, pourvu qu'on ait 2a <T À — (R + R') et 
2a >> 27—(A+R+HR'), conditions auxquelles on 
peut toujours satisfaire. Joignons le point de rencontre 
à P et à P’ par deux ares de grands cercles, ils couperont 
nos deux cercles en deux points C et D; joignant CD, : 
la rencontre de cet arc avec l'axe des pôles sera, comme 
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il est aisé de le voir, Le centre de similitude directe. L'autre 
centre de similitude se trouve d’une manière analogue, 
quelle que soit la position des deux cercles. 

14°. Prosième. Étant donnés un point À et deux 
grands cercles, construire un cercle passant par le 
point À et tangent aux deux cercles donnés. 

Première solution. Si l’on divise l’angle des cercles en 
deux parties égales et qu’on prenne par rapport à l'arc 
bissecteur le symétrique de A, on ramènera le problème 
à celui du-n° 7. 

Deuxième solution. Soit C l’intersecuon des deux 
grands cercles, joïgnons À avec C, et menons un cercle 
tangent quelconque aux deux côtés de l’angle C dans le- 
quel est A: le cercle tangent coupera l'arc AC en deux 
points F, G. Joignons chacun d’eux au pôle (P) du cercle 
tangent , nous obtiendrons le triangle isocèle PFG. Main- 
tenant menons par le point À deux arcs de grands cercles 
formant avec AC deux angles égaux à l’angle à la base de 
ce triangle isocèle. Ces grands cercles détermineront sur 
l'arc bissecteur deux points qui seront les pôles de deux 
cercles satisfaisant à la question. Cette construction est 
une conséquence immédiate du théorème précédent. 

19°. Mener par un point connu (A) un cercle tan- 
gent à deux petits cercles donnés. 

Supposonsles cercles extérieurs ; soient P, P'leurspôles, 
C, D les points les plus voisins l’un de l’autre, où l’axe 
des pôles coupe les circonférences données ; supposons le 
problème résolu dans le cas du contact extérieur, et soient 
X, Y les deux points de contact. L’arc XY ira évidemment 
passer par le centre de similitude directe. Soit Z ce centre ; 
je le joins à À par un arc qui coupe la circonférence de- 
mandée en un point O. Les quatre points C, D, X, Y sont 
surun même cercle, ainsi que les quatrepoints X, Y, À, ©. 
D’oùilestfaciledeconelure quelesquatre points C, D, A,0 
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sont aussi sur un même cercle. On connaît trois points 
de ce cercle, on peut donc le tracer, et, par suite, déter- 
miner le point O; nous rentrons ainsi dans le cas du 
n° 7. Ce qui donne deux solutions. Les autres cercles 
tangents se trouvent de la même manière, en employant 
le centre de similitude inverse. 

La même construction s'applique encore, si l’on rem- 
place un des petits cercles par un grand. 

Le problème de mener un cercle tangent à trois autres 
se ramène au précédent, comme dans la geométrie 
plane. e 

On peut aussi le résoudre directement, comme sur un 
plan, en se fondant sur quelques propriétés des axes radi- 
caux et des centres de similitude que nous allons exposer. 

1°. Les sinus des distances du centre de similitude de 
deux cercles aux pôles de chacun d’eux sont comme les 
sinus des distances polaires. 

2°, Si par le centre de similitude on fait passer un 
grand cercle, les sinus des distances de chaque pôle à ce 
grand cercle sont aussi comme les sinus des distances 
polaires. 

3°. Si le grand cercle coupe les deux cercles donnés, 
les tangentes des demi-cordes interceptées sont comme 
les tangentes des distances polaires. 

4°. Les tangentes des distances de chaque pôle au grand 
cercle sont comme les sinus des demi-cordes, et aussi 
comme les sinus des arcs compris depuis le centre de si- 
militude jusqu’au milieu de chaque corde. Si dans la 
dernière proportion entre ces quatre sinus on fait la 
somme des deux premiers termes et leur différence, on 
arrive au théorème suivant : 

Les tangentes des moitiés des quatre arcs compris entre 
le centre de similitude et les quatre points d’intersection 
sont proportionnelles. 
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5°. On sait que le produit des tangentes des demi-seg- 
ments relatifs à un des cercles est égal au carré de la tan- 
gente du demi-arc tangent mené par le centre de simili- 
tude. Si l’on combine cette relation avec le théorème 4, 
on arrive à cette conséquence : 

6°. Si par le centre de similitude de deux cercles on 
mène un cercle sécant, les tangentes des demi-segments 
homologues sur ce grand cercle sont comme les tangentes 
des demi-arcs tangents menés par le centre de similitude. 
Si le centre de similitude est dans l’intérieur des cercles, 
le théorème 6 a toujours lieu, en remplaçant l'arc tangent 
par la moitié de l'arc minimum passant par ce centre. 

7°. Si après avoir mené un grand cercle par le centre 
de similitude, on détermine son pôle relativement à cha- 
que cercle donné, ces deux pôles et le centre de similitude 
sont sur un grand cercle. 

8°. Étant donnés trois cercles sur une sphère, si l’on 
détermine leurs centres de similitude directe et inverse en 
les prenant deux à deux, les trois centres de similitude 
directe seront sur un méme grand cercle, qu’on nomme 
axe de similitude directe; deux centres de similitude in- 
verse et un des centres de similitude directe sont aussi sur 
un méme grand cercle, qu'on nomme axe de similitude 
inverse. 

Ce théorème se démontre comme sur un plan par la 
théorie des transversales. 

9°. Si par le pôle P d’un petit cercle on fait passer un 
arc de grand cercle, et qu’on prenne sur ce cercle à partir 


de P deux arcs PA, PB tels, qu'on ait 
tang PA YX< tang PB — tang’r, 


r, étant la distance polaire, ces deux points sont appelés 
points conjugués. Si par À ou B on mène un grand cercle 
perpendiculaire sur PA, ce cercle s'appelle cercle polaire 
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du point Bou du point À, et, réciproquement, B senomme 
le pôle du grand cercle mené par le point À. Les pro- 
priétés des pôles et polaires sont les mêmes que sur un 
plan, et se démontrent sans difficulté. 

10°. Axe radical de deux cercles. Si l’on coupe deux 
cercles par un cercle arbitraire qui rencontre le premier 
en À et B, le deuxième en A’ et B’, qu'on fasse passer par 
À et B un arcde grand cercle, et un autre par"A’, B', ces 
deux cercles se couperont en un point O. Le lieu du 
point O est un grand cercle perpendiculaire à l’axe des 
pôlesdes deux cercles donnés ; on le nomme axe radicalde 
ces deux cercles. 

Démonstration. Soit M la projection de O sur laxe 
des pôles P, P’; soient r, r’ les distances polaires; nous 
avons, par un théorème connu, 








tan D >< tan s == tan£ À tance V2 
ER BE St UE TE 
; à 1 OPXr OPYX 7 
Mais le premier produit égale tang << X tang —< 
> OP'+ 7 OP'+ 7° 
et le second égale tang Fe onu De pt donc 
OP + r OP — 7 OP'+ 7  OP'—7 
cot »x< cot LP SQIES COL ICO É ; 


de là, par une transformation irès-simple, 


cosOP + cosr  cosOP’—+ cos’ 
ERP EN RTE UP PURE ET A ON EEE SM OS 
cos OP — cos7  cosOP’ — cos’ 
et enfin, 
cos CP cos r 


cosOP' cos’ 


Maïs cos OP —cosOM cos PMetcosOP'=— cos OM cos P/M; 


donc on a 
cos PM COS 7 
—_ = ——; 
cos P'M cos 7” 
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d'où 
PM —P'M r + r 
HE Er es 


D'EDoRS NS à 
tang POSTE tang RPC ETRE 


Ce qui démontre que la position du point Mest la même, 
quel que soit le cercle sécant. Donc le lieu demandé est un 
grand cercle perpendiculaire à l’axe des pôles. 

Si l’on calcule tang PM, on trouve 


! 


LE + tang (= =) tang = _) 
2 5) D: 
L: — tang (=) tang ( GE :)| tang PE" 
2, ) É 22 


résultat analogue à celui de la géométrie plane. 

Les trois axes radicaux de trois cercles combinés deux 
a deux se coupent en un point, qu'on nomme centre ra- 
dical des trois cercles. 

Remarque. Quand deux cercles sont tangents, le point 
de contact peut setrouver entre les deux pôles, ou sur le 


tang? 














prolongement de l'arc qui les joint. Dans le premier cas, 
nousdirons qu'il y a contact de première espèce , et de se- 
conde dans l’autre cas. Cette convention nous servira 
pour énoncer en moins de mots les théorèmes suivants. 

11°. Étant donnés deux cercles P, P’, si l’on trace deux 
autres cercles Q, Q' ayant avec chacun des premiers un 
contact de méme espèce, le centre de similitude directe 
de PP" sera sur l’axeradical des cercles Q etQ, et réci- 
proquement. 

Si le cercle Q a un contact de première espèce avec P 
et P’, et Q'un contact de deuxième espèce avec chacun 
des mêmes cercles, il faudra dans la deuxième partie de 
l'énoncé prendre le centre de similitude inverse. Si le 
cercle Q a avec P un contact de première espèce, et Q' 
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avec P’ un contact de la deuxième, il faudra dans les deux 
parties de l’énoncé considérer le centre de similitude 
inverse. Ces théorèmes résultent immédiatement de la 
définition de l’axe radical. 

12°, Étant donnés trois cercles P, P', P', si l’on trace 
deux cercles Q,Q',ayantavec chacun des premiers un con- 
tact de première espèce pour Q, de deuxième pour Q, le 
centre de similitude inverse de Q et Q' sera sur chacun 
des trois axes radicaux des cercles donnés pris deux à 
deux ; il sera donc le centre radical de ces trois cercles ; 
de plus, comme chaque centre de similitude directe des 
cercles P, P', P' appartiendra à l'axe radical des cercles 
Q,Q',15s’ensuit que l'axede similitude directe des cercles 
donnés sera l'axe radical des mêmes cercles Q,Q". 

Si le cercle Q avait avec P, P' un contact de première 
espèce, et de seconde avec P”; si de plus Q’ avait un con- 
tactde seconde espèce avec P, P’, et depremièreavec P", il 
faudra prendre, au lieu de l’axe de similitude directe, un 
axe de similitude inverse. 

Étant donnés trois cercles P, P', P/ sur une sphère, 
leur mener un cercle tan gent. 

Supposonsle problème résolu, et soient Q, Q' deux cer- 
cles ayant avec les trois cercles donnés un contact de pre- 
mière espèce pour Q, de seconde pour Q”. Soient X/, X/,X 
les trois centres desimilitude directe des cercles donnés et 
O leur centre radical.{Ce point sera le centre de similitude 
inverse des cercles cherchés. Nommons A, Ales points 
de contact sur le cercleP, l'arc AA’ passera par le point O. 
Pour avoir un second point de AA’, menons par les points 
À, A deux arcs tangents au cercle P : soit Z leurpoint de 
rencontre; comme de ce point Z partent deux tangentes 
égales menées aux cercles Q, Q”, ce point Z est sur l’axe 
radical des cercles Q, Q, c’est-à-dire sur l’arc XX’ X”/. 


Donc l’arc AA’ doit passer par le pôle de l’are XX/ relati- 
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vement au cercle P. I suiiira donc de joindre ce pôle au 
point © par un arc de grand cercle, et l'intersection de 
cet are avec le cercle P déterminera les points A, A; 
les autres points de contact se trouvent de la même 
manière. 

+ Silon fait la même construction en remplaçant l’axe 
de similitude directe par chacun des trois axes de simili- 
tude inverse, on déterminera les cercles qui ont avec P et 
P' un contact de première espèce, et de la seconde avec P”, 
ou réciproquement. La construction relative à chaque 
axe radical donnant deux cercles, on aura en général huit 
solutions. 

Beaucoup de problèmes peuvent se ramener à une 
question de contact. Nous nous bornerons à indiquer quel- 
, exemples. 

. Étant donnés deux points sur une circonférence, 
trouver sur cette circonférence un troisième point tel, que 
le joignant aux deux points donnés par deux arcs de grand 
cercle, ces arcs fassent entre eux un angle donné. 

Par la considération du triangle polaire , on ramène le 
problème à construire un triangle connaissant le cercle 
inscrit, un angle et le côté opposé, et cette questionrevient 
elle-même à mener un grand cercle tangent à deux cercles 
donnés. 

Construire un triangle sphérique, connaissant Île 
cercle circonserit, un côté et la surface. 

Ce problème se résout comme le précédent. 

3°. Construire un triangle sphérique, connaissant Îa 
base , la hauteur et la surface. 

Il peut aussi se ramener par le triangle polaire à me- 
mér un. cercle tangent à deux cercles donnés. 

4°. Étant donnés les grands axes et les foyers de deux 
ellipses sphériques qui ont un foyer commun, trouver 
leurs points d’intersection. 


[24 


#. 
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Ce problème se ramène à tracer un cercle tangent à 
deux cercles et passant par un point donné. 

Nous terminerons cette Note par quelques énoncés de 
théorèmes et problèmes de Géométrie sphérique. 

1°. Étant donnés deux points À et B sur une circonfé- 
rence, si l’on prend un point quelconqueCsur l’are AMB,: 
qu’on mène les arcs CA , CB et qu'on les prolonge jusqu'à 
leur rencontre en C, le triangle AC'B aura une surface 
constante, et, par suite, le lieu du point C’ sera une cir- 
conférence de cercle (*). 

2°. Si par le point de contact de deux cercles tangents 
on fait passer un arc de grand cercle qui coupe les cercles 
donnés en À et B, et un second qui les coupe en A’ et B’, 
si l’on joint À à A’et B à B’, qu'on prolonge les arcs AA’, 
BB’ jusqu’à leur rencontre aux points C et D, les deux 
triangles AA/C, BB'D seront équivalents. 

30. Étant donné un are de grand cercle AB, si à partir 
de son point milieu M on prend sur cet arc un quadrant 
MN, qu’on mène par Nun arc perpendiculaire NP sur AB, 
la somme des distances d’un point quelconque O de NP 
aux points À et B est constante et égale à tr, et les angles 
formés par OA et OB avec l’arc AB seront égaux. Si l’on 
diminue de plus en plus l’arc AB jusqu’à la limite zéro, 
on arrive au théorème suivant : Le lieu des intersections 
successives des cercles qui font avec une circonférence de 
grand cercle donnée des angles égaux, est une circonfé- 
rence de petit cercle ayant pour distance polaire le com- 
plément de la mesure de l'angle donné. 

4°. Etant données deux circonférences qui se coupent 
aux points À etB, si par le point A on suppose mené un 
arc sécant MAN de longueur donnée, trouver la distance 





(*) Si l’arc AMB est une demi-circonférence, la surface constante sera 
équivalente à un grand cercle de la sphère. 
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polaire d’un cercle qui passerait par les trois points MNB. 
5°. Étant donné un triangle sphérique ABC, si l’on 

prolonge les trois côtés jusqu'à ce qu'ils se coupent aux 
points À”, B', C’, on aura formétrois triangles ABC’, etc.; 
si à chacun d’eux on circonscrit un cercle, les tangentes 
des distances polaires de ces trois cercles sont comme les 
tangentes des demi-côtés du triangle donné. 

6°. Dans un triangle sphérique rectangle, la tangente 
carrée de la moitié de l’hypoténuse est plus petite que la 
somme des carrés des tangentes des demi-côtés, et la difté- 
rence est égale au produit des carrés des tangentes des trois 
demi-côtés. 

7°. Transformer par une construction géométrique un 
parallélogramme sphérique en un carré sphérique équi- 
valent. 

8°. Étant donnés deux polygones réguliers sphériques 
d'un même nombre (7) de côtés, on propose deconstruire 
un polygone régulier du même nombre de côtés, équiva- 
lent à leur somme. 

Ce problème se résout aisément par la géométrie. Si on 
le traite par le calcul on trouve, en désignant par p, p',p" 
les distances polaires des trois cercles circonscrits aux 
polygones, 
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résultat facile à vérifier. 

9°. Si l’on projette un point C d’une circonférence sur 
un arc AB passant au pôle, les carrés des sinus des demi- 
arcs AC et CB sont comme les sinus de leurs projections 
sur l'arc diamétral. 

10°. Étant donnés un triangle sphérique ABC et un 
point O, si l’on joint ce point à un sommet À, qu’on mène 
sur l’arc OA et par le sommet À un arc perpendiculaire 
prolongé jusqu’à la rencontre de BC en un point X, si 
l’on opère de même pour les deux autres sommets, les 
trois points ainsi obtenus sont sur une circonférence de 
grand cercle. 

11°. Etant donnés une courbe sur la sphère et un 
point O, si on le joint à un point À quelconque de la 
courbe, puis qu’on divise l'arc OA au point À’ de manière 
j . sin OA 
à avoir = 
propriété suivante: si par les points homologues À et A’ 
on mène une tangente à chaque courbe, le point de ren- 
contre (X) des arcs tangents sera toujours à 90 degrés de 
distance du point À, ce qui donne une construction sim- 
ple pour mener une tangente à la seconde courbe, si l’on 
sait mener une tangente à la première; si la première 
courbe est une circonférence, le lieu du point X sera une 
autre circonférence ayant même pôle que la première. 
Sia — 1, le lieu du point A’sera une ellipse sphérique 
dont on peut trouver géométriquement le centre et les axes. 

12°, Si l’on projette deux points À, A’ sur une circon- 
férence de grand cercle (mn), par les arcs AB, A°B, si l’on 
prend sur ces arcs ou leurs prolongements deux points 


— «, la courbe, lieu du point A’, aura la 


(724) 
C, C' tels, qu'on ait la proportion 
tang (AB) _ tang (A’B’) 
tang (CB)  tang (C'B') 
si enfin on joint À à A’, C à C’, les arcs ainsi déterminés 
et l’arc mn auront un point commun, et réciproquement. 
Corollaire. Si l’on projette un point quelconque A 
d'une courbe donnée sur une circonférence de grand cer- 
cle mn, si l’on détermine sur l’arc AB projetant un point 
C par la relation en 
tang CB 
la propriété suivante : les tangentes aux deux courbes me- 
nées par les points conjugués À et C iront couper l'arc mn 
au même point; ce qui donne un moyen simple de mener 
une tangente à la seconde courbe par un point pris sur la 
courbe ou hors de la courbe, si l’on sait résoudre le pro- 
blème de contact pour la première. Si, par exemple, on com- 
pare l’ordonnée y d’une ellipse sphérique à l’ordonnée Y 


— 4, le lieu du point C jouira de 


de son cercle principal, on démontre facilement qu’on a la 
tang y  tang Ÿ 
tangY  tanga 
l'ellipse). Cette relation combinée avec le théorème (12) 
donne une construction simple de Pellipse par points etun 
moyen de mener une tangente à l’ellipse par un point pris 
sur la courbe ou hors de la courbe. On peut appeler el- 
lipses semblables celles pour lesquelles on a la relation 
tang a  tang a’ 
tang Ÿ A tang 0! 
semblables sont sur une mème circonférence, on pourra 


relation (a et b étant les demi-axes de 





. Si les axes homologues de deux ellipses 


leur mener une tangente commune. Il suflira pour cela de 
tracer une circonférence qui soit tangente commune aux 
deux cercles principaux. Soient À, Ales points de contact: 
si l’on détermine sur chaque ellipse les points correspon- 
dants À et A’, ces points correspondants détermineront 
la circonférence tangente aux deux ellipses. 





(72) 








CONCOURS D’AGRÉGATION AUX LYCÉES, ANNÉE 1848; 
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Composirion DE Mécanique. 


Un cylindre droit à bases circulaires, de matière hété- 
rogène, mais dont tous les points situés sur une méme 
droite parallèle à l'axe ont la même densité, est posé 
sur un plan horizontal. Déterminer le mouvement qu'il 
prend sous l’action de la pesanteur, et en particulier le 
mouvement du centre de gravité, ainsi que celui d'un 
point quelconque du rayon qui passe par ce centre. On 
fera abstraction du frottement. 

I. Lorsqu'un cylindre droit quelconque, posé par une 
arête sur un plan horizontal sans frottement, de manière 
que son centre de gravité ne soit pas dans le plan vertical de 
l’arète de contact , est abandonné sans vitesse à l’action de 
la pesanteur, les arêtes ne doivent pas changer de direc- 
tion pendant le mouvement qu’il prend, etles bases doivent 
rester toujours dans les plans verticaux où elles se trouvent 
d’abord; car les forces qui donneraient à chaque instant 
à ce corps supposé libre le mouvement qu'il a dans son 
état réel, savoir : son poids et la résistance du plan d’ap- 
pui suivant l’arête de contact, sont des forces verticales 
qui ne peuvent conséquemment ni faire tourner autour 
d’un axe vertical, ni faire glisser dans la direction hori- 
zontale des arêtes. 

Quand le cylindre est formé de filets homogènes pa- 
rallèles aux arêtes, son mouvement ne dépend pas de sa 
hauteur, ou, en d’autres termes, un tronçon compris 
entre deux plans perpendiculaires aux arêtes, s’il était 
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détaché du reste, prendrait d’abord et aurait continuel- 
lement ensuite un mouvement identique à celui qu’il a 
dans son état réel. En effet, si le cylindre, au moment 
où on le pose sur le plan, était coupé en un nombre quel- 
conque.de tronçons égaux par des plans perpendiculaires 
aux arêtes, et si ces tronçons étaient sans action les uns 
sur les autres, il est clair qu'ils prendraient tous le même 
mouvement; or la juxtaposition des parties ne saurait 
altérer ce mouvement commun, car elle ne peut produire 
ou amener aucun frottement, et il ne sera pas altéré da- 
vantage par la liaison complète qui reconstitue le cy- 
lindre. 

D'après cela, il suflit pour résoudre le problème pro- 
posé de considérer un tronçon détaché du cylindre par 
deux plans perpendiculaires aux arêtes; nous pourrons 
supposer ce tronçon infiniment mince et le regarder 
comme un cercle composé de points matériels inégalement 
pesants, puisque le cylindre dont il s’agit est de révolu- 
tion; enfin nous pourrons prendre la section circulaire 
contenant le centre de gravité G du cylindre, qui est équi- 
distante de ses bases, et dont le point G sera aussi le 
centre de gravité. 

Il. Soient, à la fin du temps £ écoulé depuis que le 
mouvement a commencé, 

C la position de centre du cercle qui touche alors en A 
le plan horizontal ; 

M un des points matériels dont il se compose ; 

f la force variable , dirigée suivant AC, qui représente 
la résistance du plan: 

et, par rapport à la trace invariable du plan du cercle sur 

le plan horizontal et à un axe vertical, pris pour axes 

des x et des y d’origine O, soient 

x" Pabscisse des points À et C (l’ordonnée de C est 

toujours égale au rayon) ; 
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X1, 1 les coordonnées de G; 

x, y celles de M. (Ces deux dernières varient avec le 
temps comme les précédentes, de plus avec la 
position de M dans le cercle.) 

Nous désignerons en outre par a le rayon du FA 
par m sa masse et par uv celle du point matériel M. 

En appliquant au cercle la force f, on peut le consi- 
dérer comme libre et l’on a les équations 


: 19 Aa 
(1) DE pre 
d? 
(2) J—my Ep = . 
dx d'y. 
(3) sms +se(r Te )= 0, 


qui expriment l’équilibre des forces perdues. (g répré- 
sente la gravité et Le signe Z indique une somme qui s'é- 
tend à tous les points du cercle.) 

On déduit immédiatement de l'équation (1) que Pass œ, 

dx 

æ étant une constante, car — TE St nulle pour { = 0. 

Donc /e centre de gravité du cylindre ne quittera pas 
la verticale sur laquelle il se trouve d’abord, et ne pourra 
que s'élever ou s’abaïsser sur cette droite. 

L'élimination de f entre les équations (2) et (3) donne 


d?x Re 
(4) mg ( (z'— a) + 2.3. pee De ar Ts 2)=e, 


en remplaçant x, par &. 
Soient encore : 

# et 0 les coordonnées polaires du point quelconque M 
du cercle par rapport à l’axe vertical CA etau 
point C pris pour pôle (9 est positif en tour- 
nant autour de C dans le même sens que de Ox 
vers O y autour du point O}; 


[= 
(7) 

r, et 8, les coordonnées polaires du centre de gravité G. 
r, est constant , r ne varie qu'avec la position de M 
dans le cercle, 8, qu'avec le temps, et 0 varie des deux 

manières. 

On a évidemment 
x! — æ— r,Sin0,, 
(5) x = a—r,sin0, + rsin0, 


et y = a — rcos6. 


Substituant ces valeurs de x’, x et y dans l’équation (4), 


en ayant égard à ce que 
d? 0 d?0, 


È2.ur cos = mr cos et —— —; 
F de? de 


ainsi qu'au mode de variation der, 0 et @,, et mettant 
m (k° + r°) au lieu de Z.u.r? (moment d'inertie du cercle 
par rapportàson centre), il vient, toutes réductions faites, 
(6) (Æ+7° sin? 0,) ee + r°sin0,.c0s0, + (2) _. gr,Sin0, — oO. 

Cette équation est susceptible d’abaissement, car elle 
ne contient pas { d’une manière implicite; pour arriver 
tout de suite à une équation linéaire du premier ordre, il 


suffit de poser 
d0, : 


L 
2 


ms == (267 , 
d’où 

d?0, Ft dé 

Par AD 


En substituant dans l'équation (6), on trouve 


( d& 2r,sin0,cos0, . gr, sind, ue 
7 d0, #?+ r° sin?0, k? +. 7° sin? 0, "r 





L'intésrale de cette équation s'obtient par un calcuÿ 
5 { [. 


connu : c’est 

C, + gr, cos0, 

Len SRE CT TPE, 
k; + r° sin’ 0, 
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et, en déterminant l'arbitraire C, de manière à ce que, 
dO CAE 
pour t = 0, 0, — 6, et TH — — 0 (0, est la valeur initiale 


donnée de 6;), on arrive à 





do 
de — TVR &? + r{ sin’0, 

La forme de cette équation montre l'impossibilité 
d'exprimer £ en fonction de 8, autrement que par une sé- 
rie ou une intégrale définie, et d’avoir 8, en fonction de t; 
mais cela ne serait nécessaire que pour assigner à chaque 
instant la position du cylindre, et, comme on va le voir, 


la discussion de quelques-unes des équations précédentes, 
ainsi que de 
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(a) fi=a— 7 CcosS6,, 


achève de faire connaître toutes les circonstances du 
mouvement. 


LIT. Il faut remarquer d’abord ne ‘ 0, ne restait pas 
entre 0, et — 0, , l'expression (3) ie - deviendrait i ima- 


ginaire, ce qui ne doit pas Me qu a en suppo- 
santr >0,>>0, on doit prendre premièrement le signe — 
devant le radical, dans le second membre de l'équation (8), 
afin que d8, soit négative jusqu'à ce qu'on ait 0, ——0,, 
puis le signe +, afin que 40, soit positive Jusqu'à ce 
qu'on soit revenu à 0, — 0, et ainsi de suite alternative- 
ment. Cela posé : 

°, D'après l'équation (8), la vitesse angulaire relative 
du cercle autour de son centre C, représenté par le se- 
cond membre de cette équation, est maximu (abstraction 


Ver 


. . Lé N CF 
faite du signe) et égale à 2-©—:sin- ; pour — 0, mi- 


nima et nulle pour Neue 0, s ELCeEte vitesse est la méme. 


(77) 

sauf le sens, pour des valeurs de 4, équidifférentes de 
zéro. Donc 

Abstraction faite du mouvement de l'axe du cylindre, 
ce corps oscille autour de cette droite entre deux posi- 
tions symétriques par rapport au plan vertical qui la 
contient ; les oscillations sont isochrones et se composent 
chacune de deux parties égales. 

L’amplitude de ces oscillations est 26, , et leur durée T 
sera donnée par la formule 


cos 0 — cos do 
Hs Vser dû : 
[ Ve + r° sin? Q 
2°. La plus petite et la plus grande ue de x’ que 
donne la première des équations (5) sont « — 7, sin 0, et 
a + r, sin & qui répondent à 0, — +0, , et cetie équa- 
üon fournit des valeurs de x’ équidifférentes de « pour 


celles de 4, qui sont équidifférentes de zéro. En outre, on 
déduit de la même équation et de l'équation (8) 


dx! 
dt 


cos 0, — cos, 


= + r 20r,.cos0,: > ———— 
1 1e { : ? 
V28 #3 + r? sin’ 8, 


ce qui monire que la vitesse du centre C sur la droite 
EE toujours égale à la vitesse angulaire relative 
autour de ce centre, multipliée par la projection de CG 


è  MICRTS 
sur la verticale Oy; ainsi + est nulle pour 4 = +6, , 


atteint (abstraction faite du signe) son maxima 


Ver: 0, 


T'en 
Æ 2 


pour 8, — o, et prend des valeurs absolues égales pour 
des valeurs de @, équidifférentes de zéro. Donc 

L’axe du cylindre oscille parallèlement à sa première 
position (1), dans le plan horizontal où il doit toujours 


(78) 

rester entre celte position et une autre située à la dis- 
tance 2r, sin0, de celles-là; ces oscillations coïncident 
avec les précédentes , ont méme durée et sont aussi for- 
mées de deux parties égales. 

3°. D’après l'équation (9), les valeurs extrèmes de y; 
sont & — 1, cos @, eta—7r, qui répondent à & = +6, 
et 4 — 0, et y, prend des valeurs égales pour des valeurs 
de 8, Éurdiilé ones de zéro. De sl » cette équation et 
l'équation (8) donnent 


dy. se Jets 0, — cos 0 
= En Vagr.sin 0, - \ H+ or sin’, 


d’où il suit que “a est nulle pour 4 = + 6% et & = 0, 
nécessairement mazxima (abstraction faite du signe) pour 
de certaines valeurs de 8, entre o et 6,, et prend des 
valeurs qui diffèrent seulement par le signe pour des va- 
leurs de 9, équidifférentes de zéro entre lesquelles on n’a 
qu'une fois 8, — 0. Donc 

Le centre de gravité G oscille sur la verticale de sa 
position primitive [x = «, |, en descendant d’abord 
de r,(1— cos8,), puis remontant de la méme quantité ; 
et ces oscillations coïncident encore avec celles qui se 
font autour de l’axe du cylindre. 

4°. Pour un point M du rayon qui passe par le centre 
de gravité G, à la distance r’ du point C, les deux der- 
nières des équations (5) donnent 
(10) æ—a—(r—7r)sin6, y—a—=r cost. 
En éliminant 8, entre ces équations, il vient 


L — — a\° 

Fc la 
Cd r 

ne Li 
< 2 


le centre est toujours le point (x, a) situé sur la verticale 








7, 


qui représente une ellipse si © —; un cercle si 7! = - ; 
2 


(79) 


. 7 . À 
où se meut le centre de gravité G: sir! > = » le grand axe 


>» 11: 173 “A Tire 
de l'ellipse est parallèle à Oy, et si r°< 5° il est paral- 
lèle à Ox. 
y désignant la vitesse absolue de M à la fin du temps #, 
on déduit des équations (8) et (10) 


cos 0, — cos 0, 
p — DOPOPE (27. — ri COS 0] ce ——  —— : 
2e ( ) ] k + r? sin’ 0,°? 


ainsi cette vitesse, nulle pour 4, = + 6,, prend la même 
valeur pour deux valeurs de 8, équidifférentes de zéro, et 


Vgr 


k 





0 e . 4 
atteint son maxima + 2{(r/— 7) * Sin pour bo; 


Donc 


Le point M! oscille sur un arc d’ellipse ou de cercle, 
Jormé de deux parties symétriques par rapport à la 
verticale du centre de gravité, et ces oscillations iso- 
chrones, de durée T, coïncident avec les autres. 

Il ne reste plus à chercher que la pression exercée par 
le cylindre sur le plan horizontal. Soient, 

p cette pression à la fin du temps t, 
P le poids du cylindre. 
_Ona (I) 

pe #1 -f, 


ms 
et, en remplaçant f par sa valeur en fonction de 6, tirée 
des équations (2, 5,7,8), 
1 27° cos0,.(cos 0, —- cos 0 
DEP | 2 + — °° — — — VASE Morrm |. 
k? + 7° sin?0, (4? + 7° sin? 0, } 
On voit p augmenter de 
MORT À. FT VOS 
PP. à P.{r1+ 4 — sin? — 
R + r'sin°0, De CS 
tandis que 8, varie de Æ 0, à zéro, et prend la même valeur 
pour deux valeurs de 6, équidifférentes de zéro. 


( 30 } 


Notes. Là 


HR, 


Ï. On peut arriver aux équations (1) ét (4), sans appliquer la force fau 
cercle, afin de le considérer ensuite comme libre. Les composantes des 
forces perdues sont seulement ainsi 


7 He y 
régner t ded 


pour l'élément ( x, >) de masse y: et on doit avoir 


de 2 - 
s[ht es (+22) 27] 86 
dx, d y étant liées par la condition que le cercle touche toujours le plan 
horizontal. Or 1° pour un déplacement virtuel horizontal, dx = const , 
dy —0, ce qui fournit l'équation (1); 2° pour un déplacement virtuel 
dans lequel le cercle tournerait de l’angle infiniment petit « autour de son 
centre C, 





dr—{a—ylu, dy —=(x—x')u, 

ce qui fournit l'équation ( 4) en ayant égard à l’équation (1). 
“Il. Si le plan est incliné au lieu d’être horizontal, en y posant le ey- 
lindré de manière que ses arêtes soient horîzontales , ce qui a été dit dans 
l’article I subsiste, pourvu que l’on considère un cylindre formé de filets 
homogènes aussi bien dans la première partie du raisonnement que dans 
la seconde. 

À désignant l’angle d’inclinaison du plan, et l’axe des x étant une ligne 
de pente dirigée de haut en bas, on a, au lieu des équations (1), (2) et (3), 

‘ dx 
mg sin —Z.p ris 67.05 


» d? 
J — mg e08 À — Ep TE = 0; 


: d d? 
af — mg(x, cos 1 +7, sin) + EE. ( _ 17) —0 


Le mouvement du centre de gravité parallèlement au plan est unifor- 
mément accéléré et déterminé par 


ARS 
Me PTE sin À. 


Les équations (6) et( 8) sont remplacées par des équations qui diffèrent 
seulement de celles-là en ce que g cos À s’y trouve au lieu deg; par consé- 
quent, la partie de la discussion contenue dans l’article IT (1°) sur le 
mouvement angulaire du cylindre autour de son axe subsiste , à cela près 


que la durée des oscillations est réduite à T cos 2. 
x! est donnée par l'équation 


C Lee : 
x =x+-st sin À — 7, sin Ü,, 


L +, 


À : ® Æ À 54 ) 


ainsi cette absçisse du point. C croîtra défninent et l'axe du yhpare 


A 


n'oscille pas de la manière indiquée dans l’article tn (29). Cependant x’ 
peut décroître au commencement, lorsque 9, passe de — 9, à 4,, carona 


dx’ : U) 
en st sin À— 7, COS 0, —5 


; dt NE 1 ! di 
d6, APR. 4 
et r, cos 0, * Te (qui est positif avec d 0, ) peut surpasser g£ sin ); cela ne 


se présentera plus et x’ sera constamment croissante, après que £ aura at- 


r, cos 0, .dô, 
PATES PTE 





. r, COM :..0 à - 
teint es VE — . sin — qui est le maximum de + Quand 
k sin X° g NU 


x! décroit, le cylindre remonte le plan incliné. 

L’équation (9) n’est pas modifiée, et, par conséquent, le centre de gra- 
vité G a, sur la droite mobile représentée par l'équation (11), le mouve- 
ment décrit dans l’article IH (30); la durée des. oscillations est encore 
réduite à T cos 1. 

Enfin, un point M' du rayon CG ne se eut plus sur une ellipse fixe 
(II, 4°), mais sur une ellipse qui glisse parallèlement à Ox dans le 
plan x Or, sans changer de forme ni de grandeur, et dont le centre suit 
le point d’intersection des droites représentées par les équations 


Ù + 
zx += gé sin); — à. 
2 











MÉTHODE POUR DÉTERMINER 
LES RACINES COMMUNES À DEUX ÉQUATIONS ; 


Par M. BRIOSCHI, 


Professeur à l'Université de Pavie. 





Soient 


fl 


VACAIE-ATE RE + AA +, Ai X # An 0, 
I 


p(r)= boat + Dia, + bn ix + bn — 0, 


I 


les deux équenions: Li, Laye À, les racines de la pre- 
mière supposées inégales, et 


(2) an ns 


Supposons que les équations (1) aient r (et seulement r) 
racines communes, On a la proposition suivante : 
Ann. de Mathémat., t. XIV. (Mars 1855.) 6 


( 8 ) 
Taéorème. Les r racines communes aux deux équa- 
tions (1) sont les racines de l'équation suivante, 














d'N d'N r(r—1) d'V 
- Caen Li ox em le ges vec een © 
db;, db, AD, 2 db Are 
d'V d'V 
— (— Dr Zg + (— 1) =—=10 
( db» db, db 
ou de la suivante, à 
d'V d'V 
a don ar emmener NME AUS: 
da; da, € das 
d'V d'V 
set} Er DU (Sn nn 
da, da, _; dan 


En effet, de l’équation (2) on déduit 


PAS Ë 
re ns æ Vi va x V: +. RENE 
“1 

d°V ee ESS : NP 
(3) TT AN ER (ana aan) Vis (aa + at) Vis. 

sf S9 

diN 4 a'a(x" (PACE EE A sx") + xs (x 1x +alaxh) jy LEP 
db, db, db, Ha (xs xs + as x) ] Sc 


et ainsi de suite. On a posé 


V V, 
= —— ARE, 
p(x) p(22) 
Vi 
Vis = ce N=M—Si, RM —Sppre 0 
p(xs) a 


Si les équations (1) ont une seule racine commune, par 
exemple x; , la première des équations (3) donne 


# = Tu V, 
et, par conséquent, | 
dv dV 
At lin 


résultat déjà obtenu par M. Richelot. 


(83) 
Si les équations (1) ont deux seules racines x,,%+ com 
munes , la seconde des équations (3) donne 








d'V tuts Fa 
De = (et +) Vs 
"4 de laquelle 
2V z& 
_ Trip DR (ri) 5 
d?V 
SPP ENREE VAS 


et les x; , x, seront les racines de l’équatioi 


dd d'V d?V 
LL — 


db, db | de 


M—I 








ee à 0 À 


De même , si les équations (1) ont trois seules racines 
communes æ\ , L2, X3, de la troisième équation (3), on a 





dV d'V 
——— OV,.,:;, RP SE | QU (a+ ait a) Vins; 
d db» dbn don 
d&N di 
AbAE T2 (ti a+ rt, + Las) Vi,a,3 , He — LiTiX3 Visas 


et en conséquence les trois racines communes seront les 
racines de l’équation 


2 La] 


——…— 





d'V 3 NV dV dV 


T3 LT LES 


3 Se LT POLE APE PR NEE 
dom db m don: db» dom 271 db;,3 
Le théorème se trouve ainsi démontré par analogie (*). 


(*) M. Brioschi a trouvé depuis une démonstration rigoureuse, 


(84) 


ES 
rm mr qq ere gi 


SOLUTION DE LA QUESTION 256 


(voir t. X, p. 256); . 
Par M. COMBESCURE, 


Professeur. 





on décrit un second cercle touchant le côté AB en Bet 


le côté CD, puis un troisième cercle touchant le côté AD 


en D et le côté BC. La droite qui va du point À au centre 
du second cercle fait avec le côté AB un angle égal à 
l'angle que fait la droite qui va de À au centre du troi- 
sième cercle avec le côté AD. (Quippe.) 
Soient Ole centre du cercle inscrit au quadrilatère ou le 
point de concours des bissectrices desangles À,E, F, B(*) ; 
I, l’ les centres des deux cercles obtenus par l’intersec- 
tion des bissectrices EO , FO avec les perpendiculaires BI, 
D[' aux côtés AB, AD. En désignant par A, B, C, D les 


angles du quadrilatère, le triangle BOE donne 


; I Loterie I ere 
angle BOSS EURE 8 (180 À +D) 
LA BD) 'T60 


LD) 


A“ 


On aurait semblablement 


à 2 


angle DOF = go° — : - 
Les triangles BOT, DOT' donneront dés lors 


C 
BO. cos — BO.cos ü BO.cos ; 
2 2 2 





T7 ein OC Eur AIT eSA LEUR 
NYDES sin 3 


C 
one DO. cos — 
Fe 2 2 


| RSR Rire, PSS ee 
sin DI’ O . A+D 
sin 


21 # Fe; SR 
À L; * 





(*) E est l'intersection de AB, CD, etF l'intersection de BC, AD. 





a 


23 


Soit un quadrilatère ABCD circonscrit à un cercle; : 2 








Mais 
AB.sin — AD.sin — 
BO — 2 D +. > ; 
T's A CR? HAE D” 
sin sin 
2 2 
donc 
sin à cos £ 
BL 2 2 LUDT 
AB NPA CDD A AD 





SE SIN 
2 


DA 


Les triangles rectangles IBA , l'DA sont donc semblables, 
et, partant, les lignes AT, AT’ sont également inclinées 
respectivement sur les côtés AB, AD. COUT. (E 


SOLUTION DE LA QUESTION 276 


(voir t. XIT, p. 259); 


Par M. L’ABBÉ PEPIN. 





Trois points À, B, C étant liés de manière à conserver 
toujours Les mêmes angles, si trois forces appliquées à 
ces points sont en équilibre, il faut, outre les conditions 
ordinaires, que les trois points et le point de rencontre 
des trois forces soient sur une même circonférence. 

(Môsrus.) 

Notations. x,y;x',7y"3 x", y", coordonnées rectan- 
gulaires des points À, B, C; 

P, P’, P”, forces appliquées respectivement aux points 
À ,.B, C; 

a, b, c, angles des directions de ces forces avec l'axe 
des x; 

9, angle de la direction AB avec l’axe des x; 


a, B, angles constants formés par les directions AC, BC 
avec la direction AB, 


( 86 ). 


Les équations qui expriment les liaisons du système 


sont 
TEE ASE" 
DTA G fi LRO tang(0 + &), 
om 
———— = tang(0 ; 
x” Le ang ( dr f) 
En posant 


tanga—m, tang$ = 7», 
on en déduira 
y! = y + (zx — x)tang0, 


ñn(m + tang6) 
ER RITES 75 Ce À PE LDC (are 
(1) A Ÿ m—n pere 
— t — à 
PE m(i— nrtang0) 2e m tang 0) 


POREENTE IN 


En différentiant ces équations, on obtient 





| À. AE fiss pc | 
dy nt ae æ)+tang0 (dx'— dx), 
a is n 00 MAETIA 
PEN: (m — n) cos? 0 CS AA 
(2)ol Lire ane) pee 
m— n 
NAS mn .00 PS 0 m(1— 2) tang 6 Se 


(m — n)cos° 0 PR: 


n(1— mtang0 ; 
_m 0) A 
UT 
Si dans l'équation 
D (Pcosadx + Psinaëy)= 0, 


que fournit le principe des vitesses virtuelles, nous sub- 
stituons les valeurs précédentes des variations dy", dx”, 
dy”, en égalant ensuite à zéro les cocflicients des varia- 
tions arbitraires 0x, d y, dx, 00, nous obtiendrons les 


( 87) 


quatre équatiôhs suivantes, pour exprimer les conditions 


d'équilibre : 


à m(i— ntang0 
P RE DRE mio g9) 





m—n 
s n(i—mtang 0 
D pére fans d) LS 
m—n 
P sina + P'sin à + P’sinc — 0, 
! n(i—mtang6) 
(4) P’ cos b + P’sin b tang0 — P”cosc. RAUT AL DB) 
IN —,n 
ch m (1—- 7 tance 0 
F4 A be Ce OLA SI 
nm— n 
: COS Cc.mnmn — SiNncC.7? 
NDS} Dix 


nm — 7 


La direction de l’axe des x étant arbitraire, nous ferons 
0 — o. De plus, nous remplacerons la première de ces 
équations par la somme obtenue en l’ajoutant à la troi- 
sième. Ces équations seront ainsi remplacées par le sys- 
tème suivant: 


P cos a + P'cos b + P”’cosc = 0, 
P sin a +- P’sin b + P'sinc = 0, 


(cosc + sinc.m)n 





(4) P'cosb, =?” 


TNT 


, since — COSC.m)n 
D Eh A ) d 


HIT 





Il y à cinq inconnues, les rapports des forces et les 
angles a,b, c; on peut donc satisfaire d’une infinité de 
manières à ces quatre équations. Les deux premières ex- 
priment que la somme des projections des forces sur 
une direction quelconque est nulle. On pourrait aussi 
mettre en évidence l'équation des moments , qui exprime 
que les trois forces passent par un même point. 

Divisons la quatrième équation par la troisième, nous 


(88 ) 
aurons 


e sin (e À 
SIn € — COSC: 





tang b NS t ( ) 
(A TT 
b sin & b 





COScC + sinc: 
COS x 


En donnant aux forces P’, P” un signe convenable, nous 
pouvons admettre que les angles d et (c — x) sont com- 
pris entre o et ñ. Alors l'équation que nous venons d’ob- 
tenir équivaut à la suivante: 


(5) b—(c— x). 


Or on voit aisément que les angles b et c — x sont me- 
surés par la moitié d’un même arc AD, quand le point 
d’intersection des forces D est situé sur la circonférence 
du cercle circonscrit et qu'ils ont des mesures inégales, 
quand cette condition n’est pas remplie. Aïnsi la con- 
dition nécessaire et suflisante pour que l’équation (5) soit 
vérifiée, est que le point d’intersection des forces soit si- 
tué sur la circonférence du cercle circonscerit au triangle. 





AUTRE SOLUTION DE LA QUESTION 276; 
Par M. BELLAVITIS, 


Professeur à l’Université de Padoue. 





Pour l'équilibre, il faut que pour chaque mouvement 
infiniment petit la somme des moments virtuels des forces 
soit nulle. En supposant que le point C reste immobile, 
les deux points À et B peuvent, ou tourner autour du 
point C, ou se mouvoir le long des droites CA, CB, et 
dans chaque cas leurs vitesses seront proportuonnelles 
aux côtés CA, CB; il faut, par conséquent, que les 
deux forces appliquées aux points A etB soient ég salement 


( 89 ) 
inclinées sur les droites CA , CB. Donc le point de con- 
cours de ces forces est sur la circonférence CAB. 

De plus, les forces devront être inversement propor- 
tionnelles aux côtés CA, CB, c’est-à-dire elles seront 
proportionnelles aux sinus des angles À, B du triangle 
- ABC; il en résulte que la troisième force, qui fait équi- 
libre avec les deux précédentes, doitpasser par lepointC, 
puisque chacune des trois forces en équilibre est propor- 
tionnelle au sinus de l’angle compris entre les deux au- 
tres, et les angles formés autour du point de rencontre 
des forces ont les sinus égaux à ceux des angles du tri- 
angle ABC. Aïnsi l'équilibre subsistera encore, si l’on 
suppose que le point C soit mobile sous la condition 
proposée et qu'un des points À, B soit fixe. 





SOLUTION DE LA QUESTION 280 


(voir t. XII, p.327 ); 
Par M. Fortrunaro PADULA, 


Professeur à Naples. 





Une courbe du troisième ordre étant composée d’une 
branche infinie et d’un ovale, si l’on prend sur la 
branche infinie trois points en ligne droite, et que par 
chacun de ces points on mène deux tangentes à l’ovale, 
les trois cordes de contact passent par un même point. 

(CHasLes.) 

. Lorsque la branche infinie devient une droite, l’ovale 
se change en conique et l’on revient au théorème de La 
Hire. 

La propriété dont il s’agit dans cette question étant 
projective, nous nous bornerons à la démontrer pour la 
courbe donnée par l'équation 
Gi). my =x(x+a)(xz +b), 
où l’on supposera les quantités m,a, b positives eta<<b. 


( 90 ) 
Cette courbe est composée d’un ovale dont les points 
de l'axe des x qui ont pour abscisses respectives x=—a, 
x——b sont deux sommets, et d’une autre branche qui 
a deux points d’inflexion à distance finie et s’étend à Vin- 
fini au-dessus et au-dessous de l’axe des x vers le troisième 
point d'inflexion. 

Nommons x”, y’ les coordonnées d’un point quelconque 
de la courbe et x, y celles du point de contact d’une des 
tangentes menées à la courbe par le point x’, y’; on aura 
l’équation 

2myy —=[3x +2{a+b)x + ab]x— x + abx 
è —2(x+a)(x + b)a + (x — ab)(x'— x): 
mais l'équation (1) donne 
my?=x'(x La)(x +b); 

donc on obtiendra 

: 4xx'(x + a)(x + b)(x'+ a) (x! +06) 

(#2 | =[2(x+a)(x +b)a + (x— ab)(x — x). 

En réunissant tous les termes multuipliés par 
4x (x +a)(x + b), 

cetie équation est divisible par (x/— x)°, comme cela 
doit être, etl’onobtieni l'équation du quatrièmedegré en x 
(4) (x?— ab} = x (x +a)(x + b)x. 

Lorsque l’abscisse x’ est négative, les racines de cette 
équation sont toutes imaginaires, et réelles lorsqu'elle est 
positive: dans ce cas, l'équation (4) a deux racines posi- 
tives et deux négatives. Donc, par un point quelconque 
pris sur la branche infinie, on peut mener à la courbe 
quatre tangentes dont deux touchent la même branche et 
les deux autres l’ovale, Il est évident que l’on ne considère 
pas les deux tangentes réunies dans la même droite qui 
touche la courbe au point (x , y) et qui sont données par 
les deux racines égales x — x/ de l'équation (3). L’équa- 


(91) 
tion (4) peut se décomposer dans les deux équations de 
second degré ds Ro 
(5) m+2[V(z +a)(x F8) = ]|x+ab—o, 
(6) mt —2[V{x +a)(x +b)+ax]x+ ab —0o, 
dont la première, ayant les racines négatives, donne les 
abscisses des points de contact sur l’ovale, et la seconde a 
les racines positives et donne les abscisses des deux autres 
points. On voit cependant que, quel que soit le point x', y", 
le rectangle des abscisses des points de contact sur l’ovale 
est constant et égal au rectangle des abscisses des deux 
autres points de contact sur la branche infinie. 

: Les équations (5), (6) donnent les valeurs des ab- 
scisses des points de contact. Quant à la valeur de y cor- 
respondante à chaque valeur de x , on pourrait la déduire 
de l'équation (1) qui, ayant égard à l’équation (4), donne 
(7) = + 


x? — œb 
se De | 
2 Vmax! 








mais il resterait à déterminer lequel des signes + ou — 
on doit prendre pour chaque valeur de x. Et, par con- 
séquent, il vaut mieux prendre la valeur de y de léqua- 
tion (2), et, ayant toujours égard à l'équation (4), on 
aura 


ES Ab}? 2 Dh P 
Fe tt + (x? — ab) (a — a) = (222 — a — ab); 


DIRES 


mais les équations (5), (6) donnent 


2xx" — x — ab 





EE TCENIEN 


DT 
donc on aura 
TNA natal is bi 
RCI CEDICE RD 


où l’on doit prendre le signe supérieur pour les points de 
contact sur l’ovale-et ie signe inférieur pour les deux 
autres. La valeur (8) de y, en y substituant pour y’ sa 
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valeur, se réduit à la valeur (7), et l’on voit que, lorsqu'il 
s’agit des points de contact sur l’ovale, on doit prendre 
dans l'équation (7) le signe supérieur ou inférieur selon 
que la valeur y’ est positive ou négative : le contraire a 
lieu pour les deux autres points de contact. L’équation (7), 
ayant égard à un seul signe, représente une parabole qui 
passe toujours par les points de l’axe des x qui ont pour 
abscisses + Vab. Donc | 

St, par un point quelconque de la branche infinie, on 
mène les quatre tangentes à la courbe, les deux points 
de contact sur l’ovale et les symétriques des deux autres 
points de contact sont sur une parabole du second 
degré qui a pour axe la tangente au sommet de la 
branche infinie et qui passe toujours par deux mémes 
points de l’axe de la courbe. 

L’équation (8) donne immédiatement les équations des 
deux cordes de contact pour l’ovale et pour la branche 
infinie. En effet, substituant pour x° sa valeur tirée des 
équations (5) (6), on obtiendra 


Le — © —— 


V(a +a)(a + b) 





7 = ER DE EU ae) 2) 2 + a8l, 
7 = EEE OV ae 5 + 12 6) 
ou bien 

(9) Y Ve + (a) 2 + ab = 


—— my" 
Lo ee LAS 2) 500 
Vmax 





qui expriment deux droites, dont la première est la corde 
des deux contacts sur l’ovale, et la seconde des deux points 
sur la branche infinie; dans ces équations on doit prendre 
Vmax! avec le même signe de y’, comme il résulte de ce 
qu'on a dit ci-dessus, c’est-à-dire que si l’ordonnée y” 
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est négative, on doit changer les signes de x’ et de ab dans 
les équations (9) et(ro). 
Cela posé , soit 
M St D s 

l'équation d’une droite qui coupe la branche infinie en 
trois-points (x’, y’), (x”,7"), (x", y”); les abscisses 
RE sel 114 ] g d l Le s 

XL, X , L seront les racines de equation 


m(ax+f$6} —=x(x +a)(z +0), 


x' x" x" 
DANS. 
m 


et, par conséquent, l'équation (9) donnera, pour les trois 
cordes de contact correspondantes sur l’ovale aux points 


(xs y'); (x”, y"), (x, y"), 


| giMmæ" + (a V max’ + Va” x" rt) est 20-20! 
(rt) € y Vmx” + (x Vmax” + Vz'x" — x" x + ab = 0, 


d’où 


Y ÿmzx" et (æ Vmax! UC R. UP) æ + ab = 0, 
et puisque le déterminant | 
ab a Ymz + Vz" x" — x! Vmx 
ab à Vmx" + Vz'x" — x" Vmzx" 
A He Vmzx" + Vx Per Va! 
” ÿx” x — x Vzx’ 
= ab Vm | x Va x" == x" Vx” 
' Vzx' TPE s) peur Vx” 
NE LE | 
L' 
. R 5 As PÈ 6 
—= 40 Vrnax'x" AM A VF Vz” — ab Via 1 x Var | — 0 


1 RTE. ———— 
| I Vz” ÿx"” I x” Vzx" 
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il s'ensuit que les trois droites exprimées par les équa- 
tions (11) passent par un même point (*). 

Note. La propriété est projective; par conséquent;.elle 
existe pour une courbe du troisième degré à deux bran- 
ches séparées, pourvu que l’une d'elles ne puisse être 
coupée par une droite qu’en deux points. Lm. 








THÉORÈME SUR LA SOMME DES PUISSANCES SEMBLABLES 
DES RACINES (BRIOSCHT) ; 
Par M. FAURE. 


Je viens de trouver une démonstration du théorème de 
M. Brioschi (Nouvelles Annales, tome XIIT, page 352), 
‘relativement aux sommes des puissances semblables des 
racines d’une équation. Elle est un cas particulier d’un 
théorème beaucoup plus général, lequel donne une théo- 
rie complète des fonctions symétriques. 





*) Il n’est pas inutile d'observer que, Ia courbe étant symétrique par 
P ue, 7: que p 
rapport à l’axe des x, on peut supposer sans restreindre la généralité de 
la démonstration que la quantité B soit positive; alors les équations (11) 
se rapportent au cas des ordonnées 7’, ", y" positives ; mais six’ est po- 
sitive et les deux autres »”, 7” sont négatives , au lieu des équations (11 
ÿ 2 Œ ? 
on aura 
y Vmx! + (o Vrex! + Vx'" x" — x! ) x + ab = 0, 
y Vmx" + (a Va" + Vx! x!" + x" ) xæ— ab = 0, 
7 Vmx" + (x Vmz "Val xl + x!) x — ab — 0; 
et l’on continuera la démonstration de la même manière. 

En nommant x,,Y,, , Vas Ta» Y'as La Y, leS coordonnées des quatre 
points de contact correspondants au point x’, >',on déduit des équations(s) 
et(6), | 
(9) Tata t+a=4z, 

(10) | ET Ts += 87". | 

Donc le point x’, — 2y' est le centre des moyennes distances des quatre 
points decontact, et le point x’, — y’ est le centre des moyennes distances 
des points de contact de toutes les six tangentes qui passent par le point 


1 1 
TA 
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Si l’on divise le polynôme 
H(Z)= @ 2" + a 2 Ha a. a am. 
par le polynôme 
F(x) = co 2 + 2H ua To, 
et que l’on représente le quotient par 
À, DRE A AMIE À an EE A RE, 


on trouve aisément qu'un terme quelconque de quotient 
tel que A, a pour valeur 


Bo" Fo MATO NUE Id 

X: eo O0 O  _ «a; 

" I > ©: y OP UE 
Sr (a out û r 2 

0 L3 Œ &: Œo . dy 

| Xp Xp po Upzeee y 


C’est ce principe bien simple qui développé mène à de 
nombreuses conséquences ; ainsi, relativement aux fonc- 
tions symétriques, on sait que si l’on veut avoir la somme 
des valeurs que prend une fonction entière o (x) dans 


laquelle on remplace x successivement par toutes les ra- 
cines d’une équation 


F (2510 


F'(x)p(x) 
F(x) 


| 


il faut effectuer la division » et la somme que 


L 1 . 
l’on demande est le coefficient du terme en . du quotient. 


Supposons que IT (x) = F' (x) + (x) et que o (x) soit 
de degré r'; le terme À, x"="-"pour lequel m—n—r——1 
donnera À, pour la fonction symétrique cherchée. 

Si l’on a égard au procédé indiqué par M. Transon, on 


( 96 ) | 
voit que la méthode précédente conduit à la détermina- 
tion d’une fonction symétrique quelconque, et je substitue 
ainsi des multiplications aux divisions de M. Transon. 

Si l’on suppose en particulier queo (x) = 1, le quotient 
F'(x) 





donnera la somme des puissances des racines de 








F(x) 
F (x) 0 
Notre valeur de A, devient alors, en observant que 
ao (mile. 
Xo O . + © ee . Mn Xo 
io, patte Jai 
1 
A PRES RUES À ...(m — 2) CRE 
ARE PRE ..(m—r) « 
et de là 
ON 2 Dour O 
(#4 Xi pee O 
A, (— &)t! = 9’ at tn3  OLS 


| Fiji Uf1A3 08704 


Cette relation revient à celle de M. Brioschi , il suppose 
seulement &o = 1. 

Relativement à la division numérique, dans un système 
quelconque, on arrive à ceci : supposez que l’on veuille 
diviser le nombre 


5312367 par 23457, 


écrit, par exemple, dans le système décimal ; le quotient 
sera de la forme | 


A, 100 + À, 10 + A. 


(98) 
Or on a, d'après notre valeur générale de À,., 








2 0 
o ee 9 I 
Ar A = = — Sama — | 3 2 3 
2 37,9 8 
ÉAUr%: 2 30 
ou 
“#5 "YO 
AFS 9 ) 
donc le quotient entier est 
à (2000 — 180 —— 9) — Fe 2300, 


comme on peut le vérifier directement. 

On voit de plus que les seuls chiffres qui servent à dé- 
terminer le quotient sont 531 dans le dividende, 234 dans 
le diviseur, et généralement autant de chiffres qu'il doit 
y en avoir au quotient. Ainsi le quotient des deux nom- 
bres précédents revient à celui de 53100 par 234. 

Il y a encore d’autres conséquences relatives à la valeur 
du reste de la division de deux polynômes, aux séries ré- 
currentes, aux fonctions sturmiennes, etc. 

Note. Au moyen des déterminants, l'habile analyste 
M. Sylvester vient de trouver la solution générale de ce 
problème : Étant donné un coefficient différentiel d’un 
ordre quelconque, pour un nombre quelconque de va- 
riables, trouver ce que devient ce coefficient pour un 
changement de système de variables. Problème qui n’a 
été résolu par Burmann et Jacobi que pour une seule 
variable. Tu. 





SOLUTION DE LA QUESTION 272 (STERINER) 
(voir tome XII, p. 100); 
Par M. FAURE, 


Officier d’artillerie. 





Lemme. Soit 
Qt — bas + cr! — dx + E—=O 
Ann, de Mathémat., t XIV. (Mars 1855.) 


A 
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une équation du quatrième degré; si l’on pose 
En: 
PES à ? 

l'équation précédente deviendra 

y +oce | Y°+2ae | y +2ac| y+a =0o 
— 20d — b° 
RC: 


Oo] 


dt 
| 
| 
Les racines de l'équation proposée étant designées par 
Mi, Mo, M; M, Celles de la transformée seront 


L I I I 
Tr at de Un É7 RS NT oc au? 


2 2 2 2 
m, m,; m,; m, 


et l’on trouve facilement 


y Res es 
E — I — —_—— I re 
; mm m° m’ m° 


(bd) +(e-c+ cs 


2? 
de sorte que si e est constant ainsi que les différences 
b—d,a—c,le produit qui est dans le premier membre 
* de l'équation sera aussi constant. 

I. Considérons une parabole y? = 2 px, à laquelle on 
mène quatre tangentes formant le quadrilatère ABCD et 
dont les côtés auront respectivement pour équation 


] 








(AB) LI pee, 
(AD) Se A 
(CB) SM; L + ns 
(CD) P= me + 2 


les quantités m,,m2,m3, m, indiquant les tangentes des 


(99) 

angles que forment les côtés du quadrilaière avec l'axe 
de la parabole , ou si l'on veut avec la droite qui Joint les 
milieux des diagonales du quadrilatère donné, car il est 
visible que ces droites sont parallèles (théorème de 
Newton). Pour abréger le discours, nous appellerons 
médiane la ligne dont nous parlons. 

Le côté AB touche la parabole au point M, qui a pour 
coordonnées 
P eue, 


m 





Le côté AD touche la parabole au point M, , 





PF. Vé 
= peer, - arr M, 
2m°° % M 
De sorte que le produit des distances du foyer EF de la 


parabole aux deux points de contact sera 
FM, . FM, = ( 2e es (+) 
4 m L7 m, 


Or le poini À , intersection des deux côtés AB, AD, à 
pour coordonnées 


P P (ini + 12) 
T—= HS a ° 
2 Mi M 21 M 








d’où l’on déduit 
FA?== EM, .FM,: 


Désignant par M;, M, les points de contact des tan- 
gentes issues du point C opposé à À dans le quadrilatère, 
. on trouve 


FC = FM,.FM, — à + ms) (+ HE 


3 
De sorte que l’on obtient pour le produit des distances 
du foyer de la parabole à deux sommets opposés quel- 


7 . 
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conques du quadrilatère qui lui est circonserit, la rela- 
tion 


2 qe 
rar / (1 mn) (+) (+) G+ a): 
4 m° m° m° m° 


De là ce premier théorème : Un quadrilatère étant cir- 
conscrit à une parabole, le produit des distances de son 
foyer à deux sommets opposés est égal à la racine car- 
rée du produit des distances de ce même foyer aux 
quatre points de contact. 

On peut encore en déduire celui-ci : $£ l’on considère 
deux points fixes À et C, ainsi que des paraboles de 
méme foyer F, et que l’on mène par les points donnés 
quatre tangentes à la parabole; le produit des distances 
de son foyer aux points de contact sera constant, etc. 

Les démonstrations géométriques de ces théorèmes sont 
faciles. 

IT. Appelons a et & les foyers d'une conique inscrite 
dans le quadrilatère ABCD ; x, y,x'ety' les coordon- 
nées respectives de ces foyers. Menons par ces deux points 
des tangentes à la parabole inscrite F, et soient 4, 
les coefficients angulaires des tangentes issues du point a; 
Us , a ceux des tangentes issues du point &. On aura 








ORAN RUE DA 
2 ft 2 fai fl 

PA DRE 2 pa NT At rue 
2 {3 D 2. pis fs 


On indiquera que la conique (a, «) est tangente à la 
droite AB, en écrivant que le produit des perpendicu- - 
laires abaïssées de ses foyers sur cette droite est égale à 
une certaine quantité b?. Cela donne la relation 


(ste - HA ce =) te Æ) = ( Her 
it Fi le Pi be: nt; fes Pi Des Pl LLC 


( 107 } 
Or soient : 
S; la somme des quantités u:, LU, Us, LL; 
S: la somme de leurs produits deux à deux; 
S3 la somme de leurs produits trois à trois; 
S, leur produit. 
La relation précédente développée devient, en posant 


b? 

_- DE 4 

(1) (1—RKS,)}mi — Simi + (S; — RKS,;}mi — Sim +S, = 0. 
On aura trois autres équations pour exprimer que la 

conique est tangente aux autres côtés du quadrilatère et 

l’on obtiendra ces équations en remplaçant dans la pré- 

cédente m, successivement par m,, m3, m,. D'où il suit 

que si l’on considère m;, m;,m3,, m, comme des incon- 

nues, elles seront déterminées par l’équation (1). Cette 


équation est de la forme indiquée dans le lemme; on aura 
en conséquence 


T Î | J 
m, me, nm; nm, 


(S, 7 AG S2 }? + (1 +. SR S;} 
CE 


Appelons maintenant : 
M, la somme des quantités p\,u;,15,1; 
M, la somme de leurs produits deux à deux; 
M; la somme de leurs produits trois à trois; 
M, leur produit. 
Développons le second membre de l’équation précé- 
dente et remarquons que 
Si — 29; —M,, 
S5 — 29,9, + 28 = M, 
53 — 25,9, = M;, 
Sie 
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on aura 
I I DONE L 1+M,+M;+M,+M 
tentent 
nm. m m m M, 


2 3 4 


Sn 


Cette égalité indique que si une conique est inscrite 
dans un quadrilatère et que par ses foyers on mène les 
quatre tangentes à la parabole (inscrite au même qua- 
drilatère), ces quatre tangentes feront avec la médiane 
des angles dont le produit des sinus est constant. 

On verra encore, après avoir fait la construction pré- 
cédente, que les quatre tangentes issues des deux foyers 
d’une conique quelconque inscrite à un quadrilatère ren- 
contrent la tangente au sommet de la parabole en quatre 
points dont le produit des distances au foyer de la para- 
bole est constant. 

Cette même égalité prouve aussi que si une conique ést 
inscrite dans un quadrilatère, le produit des distances de 
ses foyers à celui de la parabole est constant. 

Si l’on fait varier la parabole et le quadrilatère, on 
obtient des théorèmes intéressants. Ainsi : 

Considérant une conique et un système de paraboles 
de méme foyer F et menant les quatre tangentes com- 
munes à la conique et à l’une des paraboles : 1° le pro- 
duit des distances du foyer F à deux sommets opposés 
du quadrilatère déterminé par les tangentes est con- 
stant; 2° le produit des distances du foyer F aux points 
de contact sur la parabole est constant. 

Le théorème subsiste encore si, au lieu de la conique 
donnée , on en considère une seconde de même foyer. 

IIT. Puisque les quantités pu, L:, 3, u., entrent symé- 
triquement dans l’équation (1), on voit que si par les 
deux foyers a , & d’une conique inscrite dans un qua- 
drilatère on mène des tangentes à la parabole qui lui 
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est inscrite, ces tangentes se coupent en deux autres 
couples de points qui peuvent être considérés comme les 
foyers de deux autres coniques inscrites. Sur chaque tan- 
gente à la parabole il y a donc trois points et seulement 
trois qui peuvent être regardés comme appartenant au 
lieu des foyers des coniques tangentes à un quadrilatère : 
ce lieu est par conséquent du troisième degré. La courbe 
dont il s’agit a étéétudiée à plusieurs reprises dans les Vou- 
velles Annales ; elle passe parles sommets du quadrilatère 
complet ABCD, et M. Terquem a indiqué une méthode 
pour lui mener une tangente aux points où elle coupe le 
quadrilatère (t. IV, p.373). Ainsi pour mener la tangente au 
point À , intersection des côtés AB, AD, on mène la diago- 
nale AC et l’on traceune droite AK telle, que l'angle KAB 
soit égal à l’angle CAD; cette droite est la tangente. Je 
vais faire voir que l’on peut, par la même construction, 
mener une tangente en un point quelconque de la courbe. 

Soit , en eflet , a le point considéré, déterminons l’autre 
point & de la courbe tel, que 


Fa,Fa=2FA;.rC, 


les deux points a et « seront les foyers d’une même co- 
nique tangente au quadrilatère. Par ces points, menons 
des tangentes à la parabole, et soient c, y les foyers d’une 
conique inscrite dans le quadrilatère déterminé par ces 
tangentes , on aura 
Holy Faire = EA:rC; 

donc les poinis c et y appartiennent aussi au lieu des 
foyers des coniques inscrites au quadrilatère ABCD. Les 
deux lieux sont donc identiques , et la tangente au point a 
du second lieu, que l’on construit comme précédemment, 
sera aussi la-tangente au même point du premier lieu. 

IV. Théorème de M. Steiner (question 272). a, «&; 
b,P;c, y étant les foyers de trois coniques inscrites au 


(io) 
mème quadrilatère, on a la relation 
ac.ac . ay.) 


be.Be  by.By 


Formons le quadrilatère abaf et désignons toujours 
par F le foyer de la parabole inscrite au quadrilatère 
donné ABCD. Les côtés du quadrilatère ab «f sont né- 
cessairement tangents à une certaine parabole ayant pour 
foyer le point F, de sorte que l’on peut considérer c et y 
comme les foyers d’une conique inscrite au quadrilatère 
abaf. Or, lorsqu'une conique est inscrite dans un poly- 
gone d’un nombre pair de côtés, le produit des distances 
d’un foyer aux sommets de rang pair, divisé par le pro- 
duit des distances du même foyer aux sommets de rang im- 
pair, donne le mème quotient pour l’un et l’autre foyer 
(Nouvelles Annales, t. XIE, p. 219). 

L'application de ce principe donne le théorème précé- 
dent. Dans le cas où le point y s'éloigne à l'infini, on re- 
trouve un théorème déjà démontré. 

V. On démontre encore que si par les points de contact 
d’une conique inscrite au quadrilatère ABCD, on mène 
des tangentes à la parabole, elles feront avec la médiane des 
angles dont le produit des sinus est constant, et cette con- 
stante est la même que celle que l’on obtient en menant 
par les foyers d’une conique inscrite des tangentes à la pa- 
rabole. 

On trouve aussi que le produit des perpendiculaires 
abaïissées du foyer F de la parabole sur les tangentes pré- 
cédentes est constant, et de là résulte que le produit des 
distances de ce même foyer aux points de contact d’une co- 
niqueinscriteest constantetégal au carré du produit desdis- 
tances de ce foyer à deux sommets opposés du quadrilatère, 

J'ajoute encore ici les énoncés de quelques théorèmes 
analogues aux précédents. 
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"LPS Étant donnés une droite et un point F, décrivons 
quatre hyperboles équilatères tangentes à la droite et 
ayant pour centre le point F ; ces hyperboles déterminent 
un quadrilatère curviligne tel, que le produit des distances 
du centre à deux sommets opposés est le même pour 
chaque couple de sommets. 

2°, Une cassinoïde et une droite sont données : soient 
décrites quatre hyperboles équilatères tangentes à la droite 
ainsi qu'à la cassinoïde et concentriques avec elle. Ces hy- 
perboles déterminent un quadrilatère curviligne tel, que 
le produit des distances du centre aux points de contact 
_sur la cassinoïde ou sur la droite est constant. La con- 
stante reste la même si l’on fait varier la droite et la 
cassinoïde, pourvu que celle-ci conserve les mêmes 
foyers. 

3°. Soit F le point de rebroussement d’une épicycloïde 
ordinaire (c’est-à-dire celle qui est engendrée par le point 
d’une circonférence roulant sur une circonférence égale); 
menons par ce point quatre cercles tangents à l’épicycloïde 
ainsi qu’à un cercle donné: le produit des distances du 
point F aux points de contact sur l’épicycloïde et le cercle 
est constant et égal au carré du produit des distances du 
même point à deux sommets opposés du quadrilatère cur- 
viligne formé par les cercles tangents. 








NOTE SUR LE PRINCIPE DES FORCES VIVES. 


Nous croyons utile d'émettre quelques idées sur ce 
qu'on appelle le principe des forces vives, dont on fait 
un si fréquent emploi, quoique l'application ne soit pas 
toujours aussi facile qu’on est tenté de le croire. Remon- 
tons à l'origine de ce principe. Toute question sur les 


- 
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quantités, nombres, lignes, forces, eic., se réduisent 
finalement à des équations qu’il faut résoudre, soit en 
cherchant les valeurs des inconnues, objet de Algèbre 
ordinaire, soit en cherchant la forme des fonctions des 
inconnues , objet de l'Analyse infinitésimale. On cherche 
autant que possible à diminuer le nombre des équations ; 
ainsi dans l’analyse élémentaire, en élevant au carré 
toutes les équations (à second membre nul) et égalant la 
somme à zéro, cette équation unique , avec quelques res- 
trictions, peut tenir lieu de toutes les équations. Il en est 
de même dans le calcul transcendant; une intégrale peat 
souvent tenir lieu de beaucoup d'équations différentielles : 
ainsi tous les problèmes de mécanique, en dernière ana- 
lyse, se bornent à obtenir pour les forces égales, mais in- 
connues , des expressionsdiverses ; cette diversité d’expres- 
sions fournit des équations différentielles dites d'équilibre, 
que l'on remplace autant qu’on peut par des intégrales; et 
c'est une de ces intégrales qui a reçu le nom spécial d’é- 
quation aux forces vives, dénomination, à certains 
égards, très-vicieuse; car, si la force est une entité méta- 
physique dont on pourrait, dont on devrait débarrasser 
la science, mais dont au moins on croit avoir une idée pré- 
cise, à la portée de nos sens matériels, la force vive est un 
surcroît d’entité, une double entité à laquelle rien de réel 
ne correspond dans Îa nature. On a matérialisé un résul- 
tat de calcul; et de même que dans le langage ordinaire, 
les expressions métaphoriques donnent naissance à tant 
de conclusions fausses ou boiteuses, la création d'êtres de 
raison dans les sciences amène souvent de fausses ap- 
préciations, des jugements équivoques; toutefois, n’im- 
porte le nom, l’équation des forces vives est précieuse, 
en tant qu’elle représente le double de la quantité de tra= 
vail, quantité qu'il est souvent plus facile de reconnaitre 
dans le jeu des machines que les forces motrices dont 
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cette quantité tire sa source: c’est à l'invasion de plus en 
plus considérable des machines dans le monde industriel 
qu'il faut attribuer le rôle important que les forces vives 
ont pris dans la pratique et dont ne s’occupaient naguère 
que les philosophes, et les géomètres quand ils étaient 
philosophes. 

Dans ce nombre brille au premier rang le célèbre Bos- 
cowich , membre d’une Société fameuse par sa puissante 
organisation , par son indestructible vitalité. L'idée lumi- 
neuse et profonde d’assimiler les forces instantanées dites 
percussions, chocs, etc., à des sommations instantanées 
de forces continues , émise par l’illustre jésuite, est aujour- 
d’hui implicitement la base de la mécanique industrielle. 
Le principe de la continuité ainsi introduit dans la phoro- 
nomie, la pesanteur qui est une force continue agissant 
sousnos yeux à chaque instant, se présentaitnaturellement 
comme l’unité dynamique indiquée par la nature; aussi 
aujourd’hui toute pression, compression, dilatation, 
élasticité, tension, etc., est évaluée par des poids en équi- 
libre, et toute percussion, impulsion, choc, ete., par 
des poids en mouvement. Mais cette évaluation des forces 
vives est souvent sujette à de grandes difficultés et peut 
occasionner de singuliers mécomptes; car alors il n’est 
pas permis de négliger les mouvements mêmes molécu- 
laires : toute manifestation de mouvement, n'importe sa 
nature, se fait aux dépens de la force et ne peut être né- 
gligée. Ainsi lorsque Laplace compare la quantité de 
mouvement à un fluide qui se transmet d’un vase dans un 
autre, la comparaison n’est pas seulement poétique, elle 
est d’une grande justesse; le fluide qui pénètre partout 
et qui va d’un côté est enlevé à l’autre. Prenons, pour 
éclaircir ceci, l'exemple très-simple de deux corps mus 
qui se choquent; outre l’impulsion , il y a déformation, 
et cet effet de déformation absorbe une partie de la force 
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qui est ainsi dérobée à l'impulsion, tellement que, quel- 
que considérable que soit l'impulsion , si la mollesse du 
corps choqué est extrème, le choc ressenti sera faible, tout 

étant employé à déformer le corps: la composition phy- | 
sique du corps influe sur les résultats mécaniques, de sorte 
que la quantité de travail n’est pas toujours une mesure 
précise de la totalité dela force vive réellement développée. 


Ecoutons ce que disait Lambert sur les forces vives 


en 1770. 


» 
)) 
» 


» 


» 
») 
» 


») 


«€ Il y a environ un siècle, ou, pour mieux dire, avant 
le temps de Galilée et de Descartes, il était à peine né- 
cessaire de s'arrêter longtemps, dans les Traités de sta- 
tique, sur l’idée de la force. Aujourd’hui cela est de- 
venu d'autant plus nécessaire, qu’en parcourant ce qui a 
été écrit dans la discussion Leibnitz et dans la discussion 
Maupertuis, on ne sait plus à quoi s’en tenir sur cette 
idée par elle-même si simple. Depuis on a fait de 
toutes les modifications de la force des forces particu- 
lières; on a mis ainsi sur la scène des forces vives, 
mortes, intrinsèques, accélératrices, etc. Bilfinger y a 
mème ajouté ses vires indifferentes, consentientes, 
coincidentes , dissentientes, repugnantes, disjunctas, 
parallelas, mixtas, puras, etc.; à celles-ci viennent 
encore se Joindre: actio, potentia, pressio, sollicitatio, 
impetus, conatus, impactus, etc., idées pour lesquelles 
la langue fournit des mots qui , à cause de leur signi- 
fication irdéterminée, sont difhiciles à déterminer et 
sont d'autant plus propres, à l’aide d’arbitraires défi- 
nitions, à fournir des théorèmes qu’on croît avoir dé- 
montrés, tout embrouillés qu’ils sont. J’avoue volon- 
tiers que je n’ai jamais pu bien comprendre la plupart 
de ces mots, nonobstant leurs définitions. En effet, J'ai 
toujours pensé que les premiers principes de la méca- 
nique devaient être plus simples et n’avaient pas besoin 


) 
» 


» 


» 
») 


» 


» 
» 
» 
» 


» 


» 
» 
» 
» 
» 
» 
»» 


» 
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de cet étalage de mots et de définitions. Ainsi Je com- 
prenais très-bien , par exemple, que si le produit de la 
masse par le carré de la vitesse avait quelque emploi 
fréquent en mécanique, il était bon, pour abréger, de 
donner un nom à ce produit; et comme les mots sont 
les signes arbitraires des idées, je compris encore qu’on 
nommât ce produit}force et, si l’on veut, force vive. 
Mais par là le mot force et mème force vive ne devient- 
il pas équivoque ? C’est une tout autre question à la- 
quelle , après mûres réflexions, il faudrait répondre aflir- 
mativement, et, sil en est ainsi, Leibnitz aurait à tout 
égard mieux fait de choisir, pour désigner ce produit, 
tout autre mot que le mot force. Par là du moins là 
logomachie qui s’est introduite dans la dispute aurait 
été évitée, et la question si ce produit reste constant 
dans tous les. cas et peut être admis comme cause 
finale se serait présentée sous une autre face. On peut 
dire la même chose de la moindre action de Mauper- 
tuis : le mot action est depuis longtemps équivoque 
dans la langue; par exemple, dans les expressions 
action des rayons solaires, action du feu, etc., qui 
désignent des idées compliquées; on se sert même de 
ce mot pour désigner les actes des hommes, qui sont 
composés de beaucoup d’actions plus simples. » (Ber- 


trage zum Gebrauche der Mathematik. Documents pour 
l'usage des mathématiques et leurs applications ; 2° par- 
tie, 2° section, p. 370 ; Berlin, 1750.) 


C’est donc une idée malheureuse d’avoir donnéla notion 


obscure de la force vive pourbase à l’enseignement élémen- 
taire de la mécanique, et, par contre, d’avoir retranché de 
l’enseignement la notion si claire des couples, la plus belle 
conception phoronomique du xrx° siècle, conception fran- 
caise, C’est plus qu’une faute: c'est un crime contre le 
pays et contre la science. 
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Mais citons deux autorités qui pèsent dans la balance. 

« Quelles que soient , en réalité, les qualités fonda- 
» mentales de la conception de M. Poinsot par rapport 
» à la statique, on doit néanmoins reconnaître, ce me 
» semble, que c’est surtout au RAR PE de la 
» dynamique qu’elle se trouve par sa nature essentielle- 
» ment destinée, et Je croïs pouvoir assurer à cet égard que 
» cette conception n’a point encore exercé son influence 
» la plus capitale. Il faut la regarder, en eflet, comme 
» directement propre à perfectionner sous un rapport 
» très-important les éléments mêmes de la dynamique 
» générale. » 

Voilà comment s’exprimait, en 1830, un géomètre, 
philosophe éminent (Philosophie positive, 1. 1, p. 615). 
Depuis, deux Mémoires de M. Poinsot, chefs-d’œuvre de 
sagacité et de pénétration, ont réalisé les vœux de M, A. 
Comte et ont perfectionné considérablement les éléments 
de la dynamique. 

La seconde autorité est celle du célèbre auteur de la 
Géométrie supérieure. « Nous pouvons regarder cette 
» élégante théorie des couples comme une conception 
» éminemment heureuse. » (Æistoire des Méthodes, 
p. 41; 1837.) 

C’est donc, comme disent les Anglais, un ungeome- 
trical spirit qui a dicté la radiation de cette théorie; le 
même esprit qui a proscrit la Statique de Poinsot , a pres- 
crit la Géométrie de Clairaut, que l’illustre mathémati- 
cien paraît avoir écrite pour la célèbre marquise du Chà- 
telet; mollement raisonné, cet ouvrage, per le donne, 
n’est propre qu à faire des non-géomètres. 

On vient de recommander l’{/gèbre de Lacroix. A la 
bonne heure! Cet ouvrage conserve son mérite intrinsèque 
d’être une œuvre mathématique. 
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PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES FONCTIONS ALGÉBRIQUES, 
DES SURFACES ET DES LIGNES. 


1. Soient A,, À,, A3,..., À,, n fonctions algébriques en- 
tières, chacune de degré m, entre n variables : le système 
d'équations 


(1) ATOS O0" NE ASTON 


est satisfait par 2°” systèmes de 7 valeurs des variables. 
Posons 


"1 
(2) | S= D aa, =, 


l'indice sommatoire se rapportant à p; et les a sont des 
constantes ; les 2” systèmes de valeurs des équations (1) 
satisfont aussi au système de degré m relatives à n valeurs 
différentes de 7 équations S’, S’, etc., aussi de degré m. 

Soient B,, B:,..., B, d’autres 2 fonctions algébriques en- 
tières, chacune de degré m, entre les mêmes variables que 
les À ; Le système d’équations 


(3) B—o, B:—o,..., B—o 


admet 72” systèmes des valeurs des variables. 
Posons 


(4) | CE b, BB, ; 


les à sont des constantes ; les mêmes 72” systèmes des va- 


leurs satisfont à 7 équations de degré m, pour 7 valeurs 
différentes de b, savoir T’, T”, T7. 


(:148:) 
Supposons de plus qu’on ait l'identité 


(5) SR 


Considérant les À et les B comme des inconnues du pre- 
mier degré, on peut les éliminer de l’identité (5) à l’aide 
des systèmes (2) et (4), et l’on obtient 


Cp À» — D dB, 


(6) V=Y (eS+/7). 


Les systèmes des valeurs qui satisfont aux équations 
/ 1/4 ! "/ 
S 9 S 9 . . ] T , T . L2 2 


satisfont au système V — o. 

2. Soitn — 3; À;,A:,A, représententtroissurfaces qui 
secoupent en n° points; de même B;, B,,B,,etc. : l’iden- 
uité (5) exprime que les m° points du système A et les m° 
points du système B sont sur une même surface V du de- 
gré m. Les intersections des trois surfaces S/, S’, S/ sont 
les mêmes que celles du système À , et les intersections des 
trois surfaces T”, T/, T!” sont les mêmes que celles du sys- 
. 1ème B; et l'équation (6) montre que les intersections des 
surfäces S’,T”, T7; S",T',T/; S”, T’, T/ sont une mème 
surface V de degré m. 

3. Soit z — 2; les À, B, S, T représentant des lignes; 
les m? points intersection des À sont les mêmes que les 
m° points intersection des S’, S/; les m° points intersec- 
tion de B sontles mêmes que les n° points intersection de 
T’, T/; ces 2m° points sont sur une même ligne V de 
degré m, les m° points intersection de S’, T” et les 7n° 
points intersection de $”, T’ sont sur une même ligne de 
degré m. 

Sim — 2, on à un théorème énoncé par M. Chasles 
(Comptes rendus, séance du 16 août 1853), qu'il a dé- 
montré dans son cours-en Sorbonne et dont on peut tirer 


fhali) 

une foule de corollaires. Voici les énoncés de nouveaux 
théorèmes qu’on doit à M. Woœpcke (Journal de M. Liou- 
ville, t. XIX, p. 345 ; 1854). | 

Taéonime. Sur une conique donnée, on prend trois 
sysièmes de quatre points; par chacun de ces systèmes 
on fait passer respectivement deux coniques , savoir À;, 
C;; A, Co; A3, C3; les trois systèmes des huit points d’in- 
tersection de 


À, , À; Ci, GC, 


A,, A; ; C, 5 CG; , 
A: À;; C, GC; ; 


sont respectivement sur trois coniques qui ont les mémes 
quatre points d'intersection. 

Les polaires réciproques fournissent un théorème cor- 
rélatif. 

Les coniques devenant des cercles, ou un système de 
deux droites, ou bien devenant homofocales, sont des cas 
particuliers. 

Depuis, M. Woœpcke a étendu les mêmes théorèmes 
aux surfaces. { Liouville, décembre 1854). : 





THÉORÈME SUR LES DÉTERMINANTS CRAMERIENS : 
Par M. ze Docreur CANTOR. 


Professeur à Heidelberg. 


Soit un déterminant cramérien de m éléments, formé 
d’après le procédé combinatoire; soit I le nombre d’in- 
versions du terme de quantième 7. Ordonnant 7 d’après 
les produiis continuels, 1, 1.2, 1.2.3, ctc., on aura 


A je dhaledal+t... Dale pl 
Ann. de Mathémat., t. XIV. (Mars 1855.) (e 


(ité | 
les crochets représentent des produits continuels; on a 


æ(æ—1) 
I=atatat. OT FMC OUR 


I est indépendant " m. 
Exemple : 


n= 356 —2[5]+4[4]+ 3[3]+1[2], 


au 
l=2+f+$+i-it+—=10; 


soit m—6; le 356° terme est 365142, qui a en effet dix 
inversions. 

On peut donc connaître à priori lesigne d’un terme d’un 
quantième donné. (Communiqué sans démonstration.) 

Note du Rédacteur. L'auteur de cet article m’a éerit 
depuis que le même résultat a déjà été donné par M. Reïss 
(Correspondance mathématique de Quetelet, tome V). 

M. Cantor vient de publier : Grundzüge einer elemen- 
tar Arithmetik, etc. Principes fondamentaux d’une arith- 
métique élémentaire, à l'usage des cours universitaires ; 
Heidelberg, 1855 ; in-8, 195 pages; ouvrage qui renferme 
des notions philosophiques et des renseignements histo- 
riques curieux; aussi peut-on le lire sans répugnance, 
même avec intérêt : chose rare quand ïl s’agit d’un 
Traité élémentaire d’Arithmétique. Je ne connaïs de ce 
côté-ci du Rhin aucun traité de ce genre. 

L’opuscule est terminé par la syntactique ou sure 
combinatoire. La première trace de cette doctrine se 
trouve dans l’ouvrage de Jean Buteo, Logistica, 1559, 
qui résout le problème de trouver tous les coups différents 
qu'on peut amener avec quatre dés. 


Ê ee 





A 


SUR LES FRACTIONS DÉCIMALES PÉRIODIQUES ; 
D'arrés M. W. LOOF, 


Directeur du Gymnase duçal à Gotha. 





(Archives de Grüunert, p. 54, 1851.) 





Si la fraction : donne la période P de chiffres, on à 
10 — 1 — 2P; 

donc pour trouver le nombre ou les nombres n qui donneni 

une période de # chiffres, il faut chercher tous les divi- 


Of— 7 


I . : 
seurs de 10°—1 ou de "111... (% fois le chiffre 1). 


Dans le tableau suivant, 7 indique le dénominateur de 
rte: e 
la fraction — et À le nombre correspondant de chiffres de 
re 


la période. 


k 2 

ï 320: 

2 ni 

3 UE 

4 OT. 
CETTE 
(6) TO 

7 239.4649. 
5 19.137. 
9 333065. 
10 9091. 
11 21649.513230. 


12 9901. : 
13 53.79.265.371053. 
1Â 909091. 

15 31.2906161. 

16 17.0882353. 
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À ñ 

17 inconnu {*). 
18 19.525709. 
19 inconnu (**). 


20 3541.27061. 
21 Â3.1933. 10838689. 


22 23.4093.8779. 


23 ICFTT. LUTI EI EP). 
2 99990001 . 
25 100001006010000100001 (?). 


26 859.1058313049. 

27 157.440334654777631 (?). 

28 29.281.121409449. 

29 3191:z4. 

30 211.241.2161. 

31 2791.398105020104303515267327b01 (?). 
32 353.449.641.1409.69857. 

DS 67.1344628210113298373 (?). 

34 103.4013.21993833369 (?). 

35 lt. RE PNA 
36 999999000001 (?). 

37-40 inconnus. 

41 03: 11910: 

42 127.2689.450691 . 

43 173.x. 

44 89.1112470797641561909 (?). 

45 299700000299700299999708 (?). 
46  47.139.2531.54979718449191 (?). 


47 inconnu. 
48 99Y9999900000001 (?). 
49 inconnu. 


251.5051.717061202105770291 (?). 
5i 613.146965889217112709610099495907 (?). 
ROSE EEE EN RETE VTT UEEEE RES RENTREE RE D ER SEE RER EE CE 7e DEEE RRRN RE mme ce. 
(*) Tous les nombres premiers de 1 à 230000 ont été essayés sans suc- 
cès. 
(**) Les nombres premiers de 1 à 100000 essayés sans succès. 
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ñ ñ 

52 521.1900381976777332243781 (?). 

53 107% 

54  999999999000000001 (?). 

55 13#7 2% 

56 7841.127522001020150503761 (?). 

57 inconnu. | | 
58 59.154083204930662557781201849 (?). 
59 inconnu. 


60 61.165573604918198360490164 1. 


Les (?) indiquent qu'on ignore si le nombre est pre-- 
mier où non. 


Rd 2 SE pee ue 


QUESTIONS. 





297. Construire un triangle, connaissant une hauteur, 
une bissextrice et une médiane : chacune de ces trois 
droites partant d'un sommet différent.  (E. Cour.) 

298. Étant donnés dans le mème plan, de grandeur et 
de position, cinq segments, construire une conique qui 
coupe chaque segment harmoniquement (*). (Cnaszes.) 





— 





ARITHMOLOGIE. 





T'héorèmes empiriques. 

Définition. Avec Euler nous donnons ce nom à des 
théorèmes non démontrés, mais dont l'existence est véri- 
fiée depuis l’unité jusqu’à de très-grands nombres. 

1°. Tout nombre pair est la somme de deux nom- 
bres premiers. (Gozns4cx.) 


(*) Soient ab un de ces segments, «, 8 les points d’intersection avec la 
conique ; les quatre points a, #, b, R doivent ètre placés harmonique- 
ment, 


( 5:28) 

2°, Tout nombre pair est la différence de deux nom- 
bres premiers (*). (Pozrenac.) 

3°. Tout nombre est la somme de neuf cubes entiers 
positifs au plus vérifié de 1 à 12000. (Énouarn Ware, 
Meditationes algebricæ, p. 349, 3° édition; Cambridge, 
1782 ; Crezre, t. XLII, p. 41.) 

4°. Tout nombre est la somme de dix-neuf bicarrés 
entiers positifs au plus. (Ibid.) 


ons 


NOTE SUR LA BIVISIBILITÉ DES NOMBRES. 





p étant le nombre des chiffres d’une période décimale 
A I 
provenant de la fraction —; on a 
LL 
1OP—1— mm, et 1OP— 1 — 7m; 
k est un nombre enter positif quelconque. 
Corollaire X. N étant un nombre entier positif quel- 
conque, on a 


N.10P#— N — mn. 


Corollaire I. p, m, N conservant mème signification, 
si l’on divise N en tranches de p chiffres de droite à gau- 
che, la dernière tranche à gauche peut renfermer moins 
de p chiffres. Soit 7 la somme de toutes ces tranches, on 


aura 
Nm mm: 


En effet, soient t4, la, 13,... ces tranches, on a 


N—=#+t,10 +107 +..., 
ou 


dt = MIN NIET EM, UIOT = BMP 





(*) Les travaux de MM. de Polignac et Tchetbichef sont les premiers pas 
vers [a démonstration de ces inaccessibles théorèmes. 


{[xr9) 
ajoutant, on à 
N — 72 — mn. 


Corollaire WI. Faisant p = 2r, et soit » un nombre 
premier | 
10Ÿ — 1 = 7 —(10" + 1) (10"— 1); 
10° — 1 n'est pas divisible par m, puisque la période a 
2r chiffres. Donc 


10"+1= 7m, , et  TOCHO TE 1 — m. 
Supposons qu'on partage N en tranches de r chiffres de 
droite à gauche, on aura 


N=#éLt.10 +6.10" +1,10" +..., 
DE ln EE D LOS ils EN 


NOT EE en 0 LOL IR... 


Soient 

li +tl; +...—=u, 

| RL er Tr 03 
on aura 


N—{(u— 9) — nr: 
App cation. 


m=— 3, alors p—=1; il faut partager N en tranches 
chacune de x chiffre. 

m9, alors p —1; il faut partager N en tranches 
chacune de 1 chiffre. 

m—"7, alors p —6; il faut partager N en tranches 
de 3 chiffres , et faire la somme des tranches de rang 
pais et de rang impair. 

m—11, alors p—2;il faut partager N en tranches 
de 1 chiffre. | 

m—13, alors p —6; il faut partager N comme pour le 
cas de m = 7, 
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m—17, alors p — 16; il faut partager N en tranches 
de 8 chiffres. 

m — 19, alors p —18; il faut partager N en tranches 
de 9 chiffres. 

m— 923, alors p — 22; il faut partager N en tranches 
de 11 chiffres. 

m —= 37, alors p —3; il faut partager N en tranches 
de 3 chiffres. 

m —101, alors p = 4; il faut partager N en tranches 
de 2 chiffres. , 

Ces théorèmes sont indiqués dans le Journal de Cam- 
bridge, et se trouvent dans l’Æ/gèbre de Mayer et Cho- 


quet, 5° édition, page 232. 


_— 
pe 











THÉORÈME SUR LES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES 
ET SUR UNE PROGRESSION ARITHMÉTIQUE ; 
Par M. VOLPICELLI, 


Professeur à l’école d'artillerie de Rome (*). 





4. Soit l'équation 


rlr! 


n n\ | | É 
PDP 9) (7 ESS 


p et q nombres entiers positifs; l'indice sommatoire se 
rapporte à r'; cette équation n’a qu'une seule racine posi- 
tive réelle, et elle est toujours irrationnelle lorsque 
TD ES 

2. La puissance n*, 7 et a étant des nombres entiers 
positifs, est égale à la somme d’une progression arithmé- 


(*) Connu par ses belles observations sur la diversité des rayons solaires 
calorifiques, confirmant celles de Melloni. 


\ 
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tique dont : 1° la raison d est quelconque; 2° le premier 


d(n—1) 


terme est n4T! — ;: 3° le nombre de termes est n, 


Propriété énoncée par M. Wheatstone dans la Société 
royale de Londres. 

3. Il est facile de généraliser cet énoncé. 

Soit 


ñn 


se ulab}e LIT), 
0 


o est une fonction quelconque donnée a, b, c,..., r des 
quantités quelconques; l'indice se rapporte à r. 

Si lon veut que S;— f(n), où f est une fonction 
donnée, on peut déterminer les quantités, a, b, c,..., 
de manière à satisfaire à l'équation pour toute valeur 
de 7. 

Si l’on avait encore d’autres équations semblables, par 
exemple 


= > pla, b,...r)..., et S—f(r), 


on pourrait détermiher les inconnues de manière que 
NES RRS 

Note du Rédacteur. M. Coupy, professeur au Prytanée 
de la Flèche, nous a aussi adressé une démonstration de 
cette propriété et de ses diverses applications numériques. 
La mème propriété a été insérée dans le Cosmos, tome V, 
page 645, 1854, en ces termes : « Voyez ce que peut le 
» génie! II a faitde M. Wheatstone, petit fabricant d’in- 
» struments de musique, un des plus illustres physi- 


» ciens de l’Angleterre -et du monde, le créateur de la 


» télégraphie électrique. M. Wheatsione quitte un instant 


» la physique pour aborder la science si difficile des nom- 


» bres et arrive d’un seul coup à constater une foule de 
» propriétés merveilleuses qui avaient échappé aux plus 
» habiles mathématiciens, » 


(1208) 
Comment celte -assertion finale est-elle échappée au 
savant disciple de illustre M. Cauchy? 


É = 


INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE 
D'une relation linéaire entre les coefficients de l'équation du second degré ; 


D’après M. Orro HESSE, 


Professeur à l’Université de Kænigsberg. 





(CReLLe, t. XLV, p. 82 ; 1852.) 





1. Notation. v est unefonction algébriqueentière, ho- 
mogène, du second degréden variables x, X2, Æss.., Lu; 
v, est un coefficient différentiel de # pris par rapport à la 
variable x,: ces coeflicients au nombre de » sont des fonc- 

‘tions homogènes du premier degré des n variables; v;1est 
un coefficient différentiel de #; pris par rapport à la va- 
riable x): 1l y a 2° de ces coeflicients différentiels du se- 
cond ordre, qui sont des quantités constantes, et l'on a 


"1 = Phzs 
à cause de l’homogénéité. 
2. Cetie homogénéité donne l'identité connue 
PR Vli E Var Lo He Vnk Tny 
ce qui équivaut aux ? identités k 
M Vidi On Lot On Ts 
D 9 Li HF V3 Loose na Las 
(1) 
On = in Li À Pan Li se Van Tns 
d’où l’on déduit 
Ait = Vue Nat +... 2Vaitm 
À TEEN 0) 47 M na Hoirkes + ee Vas Pas 


AA à Ln — Vin P, + V sh (0 Les tt DO Van Ons 


LIT 23%) 
À est le déterminant formé avec les n° coefficients 
Pis Pise +9 Vnns à à | 
et, par conséquent, À est.une constante ne renfermant 
que les coefficients de la fonction »; V,. est la dérivée de 
À prise par rapport à #,.; et l’on a 


L Nos VS APCE de Re Vire 


Maultipliant la première des équations (1) par À et rem- 
plaçant A.x,, A.x:, etc., par leurs valeurs, on obtient 


DD = Pi Lou Vi + 0 Va CE « es PV le 
Pa Lou Vis + Py Va +... Pa Va], 


nt du Vin + 05 Vin Hits ni Val» 
ce qui muluplie s, dans le second membre, est égal à A: 
les multiplications de #,, #3,..., v, sont donc nulles. On 
trouve des résultats analogues, en multipliant les autres 
équations du système (1) par À; on a donc en général 
(33 Oo — pu Vi, + ou Vin + vx Va)» 
(4) A — vu Vi pu Var +... our Var, 
k et À étant deux nombres de la suite 1,2,3,..., n. 

9. On a 
PRE) OR LIT) + Pa dal) Hess Vnk TnZ je 

Sb l’on remplace les produits x; æ,, x2%,, eic., par 
Vi, Vo), etc., l'expression #, x} s’annule, tandis que l’ex- 
pression , x; prend la valeur de À. 

Soit w une autre fonction algébrique entière homogène 
du second degré des mêmes variables +1, x2,..., x, l’ex- 
pression du second degré #, w)1— v}#w, s’'annule lorsqu'on 
y met Vis, Vis... , V::,... à la place des produits x, x;, 
Li Laye.) La Lo... C'est une conséquence du 3. 

9. Lemme. v — o étant l'équation d’une conique, les 


, T, lo ’ 
coordonnées —; —, du centre sont données par les deux 
PAPAT TRS 


5) 


( 124) 


P,= 0, Po 0; 


équations 


si le centre est sur la courbe, la conique se réduit à deux 
droites. Outre ces deux équations, on a 


Pr== 10: 
or 


20 Vi Li + Vo Le + V3 T3 e 
donc < 


da +0: 

Ainsi si l’on élimine x;, x,, x, entre les trois équations 
P— O0, Mm—O, P;3—=0, 

l'équation finale donne la relation entre les coefficients de 

l'équation qui exprime que l'équation v — » se décompose 

en deux facteurs linéaires : cette relation est L = o, où L 

est le déterminant des coeflicients de l’équation. 

6. Soient ’—0,w=— 0 les équations de deux coniques ; 
et alors n —3, v + Àw — o est l'équation d’une conique 
quelconque passant par les quatre points d’intersecuon 
des deux premières coniques. Pour que cette dernière 


équation se décompose en deux facteurs linéaires , il faut 
avoir les trois équations 


Pi im—=O, M+1Ww—=O, Ps + À, —= 0. 


L'élimination de x;, x, x, donne une équation du troï- 
sième degré en À dont les trois racines À, #”’, À” sont les 
valeurs qu’il faut mettre pour À dans l'expression » + Àw 
pour qu'elle se décompose en deux facteurs linéaires. 
Désignons par x’, x’, x’, les trois coordonnées du point 
d’intersection 1 des deux droites qui correspondent à À"; 
de même, par x", x!,, x", les coordonnées du point d’in- 
tersection 2 des deux droites qui correspondent à la valeur 
}”, eic., on obtient ces trois systèmes d'équations : 

P+Va —=o, M +Va —=o, + )"w/—=0, 
(5) Se, +Vw, =o, HV =0, v, +)"#)=0, 

< 


! s? 4 deb 1} 1/4 ke IW su! ER, 
Pa NW DSP NOW, = 0, Pi RNCS 


n) 


(Cr 200) 
s'est la valeur que prend #, en y remplaçant x, x, x, 
par x , x, x, et ainsi des autres ; de là, on déduit faci- 
lement ces deux systèmes d'équations : 


" 1" UN LA MERE HO W (4 {14 ! ULA 
MM T dafe Dev, —= 0, Ti, Fr; Var, 


l 


fr 1! mr 


L/44 ! (144 4 (144 ! U1L4 ! 
(6): PR DR re O0 TP ar, #3 + re 0, 0 


fl 


! 1! { f ! (4 ! (4 ! (44 ! [1 
| TP: + LoVo + La, — 0, &,w, + T,W + ZW, 


En effet, on a 
FRQUT UN //4 H M s # 44 (4 A A 4 
ae + av + ap + N( a a + as w, + da) = 0, 
mm 1 URL Mr 1 1/4 T{ / AR à AMEN, 144 (24 
ap + av, + an 0, HN (at ei Has w, + ai) = 0. 
Or on a les deux identités 


# 1! LB 1/4 LA URL R mr UN 1 
y + À : 
LD Hd Va HA 0s AV, HA, V, Ha 0 


a" + a a, + a a = 2 TE 2 a a 

On obtient ainsi les premières équations des deux sys- 
tèmes (6). Ces équations expriment que les points 2 et 3 
sont des pôles réciproques de la conique v — o et w = 0; 
ainsi les deux systèmes (6) expriment que les points 
1, 2, 3 pris deux à deux sont des pôles harmoniques (*) 
simultanés des deux coniques # — o et w — 0. 

7. Définition. On nomme système de pôles harmoniques 
trois points tels , que, pris deux à deux, ilssont pôles har- 
moniques d’une conique. 

8. Deux coniques ont donc toujours un système de 
pôles harmoniques en commun et ce sont les intersec- 
tions des diagonales du quadrilatère complet qui a pour 
sommet les quatre points d'intersection; ce qui est d’ail- 
leurs évident à priori. 

En considérant la conique  — o comme donnée et fai- 
sant varier la conique w = o , on obtient de cette manière 





(*) Deux pôles sont harmoniques, quand la polaire de l’un de ces 
points passe par l’autre point, 


| ( 1260 ) 
tous les systèmes possibles des pôles harmoniques de l'é- 
quation donnée. 

9. Lemme. L’équation de la polaire réciproque de la 
conique = 0 , par rapport à la conique directrice 
eSE ee. 

Viriri + Vas dodo + Vos dy ds + 2Vy di, 
+ Ne TL T; —-- VER TL = rC) 

(voir Nouvelles Annales, 1. VIT, p. 411); les V ont la 
mème signification que ci-dessus (K 2). 

10. Reprenons les trois équations 


HA =O, M HAM O0, P,+ÀWw, —=O; 


si l’on élimine À, on obtient 


Vo QE P3W) era O, V3 wW: mr. (a 4 ES O, Pi Woo —— Pow, EE 0; 


équations de trois coniques qui passent par les points 5, 
2, 33 ainsi l’équation 


u— Di(osn, — vw) + b(es a — vo) + Din, —mw,) = 0, 


où les à sont des constantes arbitraires, représente toute 
conique qui passe par les points 1,2,3, et si lon fait 
varier 4#, cette équation représentera loute conique pas- 
sant par un système quelconque de pôles harmoniques de 
la conique # — 0. Mais la fonction a s’annule lorsqu on 
y remplace xx, dix, etc., par Vas, Vis ete. (S A4) 


Si donc 


= Gi Li Li + os To Lo + ss 3 La 1 2093 Lil 


+ 2.3 Las Ai F 24 ya Li Lo —=-O 


est l'équation d'une conique passant par un système de 
pôles harmoniques de la conique # = 0, on a la relation 


di + An Vo + A3 Vas + 2 A3 V5 + 24h Vs + 240Vr = 0: 


C’est une équation générale linéaire de condition entre 


( 127) % 
les cocflicients de l'équation d’une conique u = 0, on a 
donc : 

Taéorème. Lorsqu'il existe une équation linéaire de 
condition entre les coefhcients de l’équation d’une co- 
nique, cette conique passe par le système de pôles har- 
moniques d’une autre conique déterminée par l'équation 
de condition. 

Pour trouver cette conique, il suflit de remplacer, 
dans l’équation de condition, a1,@52, ete., par x, 
mis, elt.. on a 

Vuiti di + Var to d + Nos Ls ds + 2 Vas dr 3 
D Vote du IA Vis TT NO: 
La polaire réciproque, par rapport à x° + x} + x? = 0, 
est  — o (Lemme Ÿ); c’est la conique cherchée. 

11. Zemme. Les six points des deux systèmes de pôles 
harmoniques d’une conique sont sur une seconde co- 
nique. 

12. En combinant ce lemme avec le théorème précé- 
dent, on a : 

Taéorème. Lorsque par trois points d’un système de 
pôles harmoniques d’une conique donnée on fait passer 
une conique, le périmètre de cette conique renferme une 
infinité de systèmes de pôles harmoniques de la conique 
donnée. 

13. Soient 7 — 4,v —0,w — 0, équations de deux 
surfaces du second degré; v + Àw —o est l'équation 
d’une surface du second degré passant par les courbes 
d’intersection des deux surfaces données. Pour que cette 
équation devienne celle d’un cône (surface dont le centre 
est sur la surface), on doit avoir, en raisonnant comme 
ci-dessus , 


D, + À1w, = CSN Pme me AU ES O7 AE UNE 0, M + À, = 0 à 


l'élimination de x donne une équation du quatrième degré 


(18) 

en À, dont les racines correspondent aux cônes. Les som- 
mets de deux quelconques de ces cônes sont des pôles 
harmoniques simultanés par rapport aux deux surfaces, 
c’est ce qu on démontre comme au K 6. 

On nomme système de pôles harmoniques d’une sur- 
face du second ordre quatre points dont deux quelconques 
sont des pôles harmoniques. Aïnsi les quatre sommets 
1,2, 3, 4 des quatre cônes forment un système de pôles 
harmoniques simultanés pour les deux surfaces, théo- 
rème déjà démontré par M. Poncelet. 

Si l’on considère la surface » — o comme donnée et 
qu'on fasse varier la surface w — o, on obtient, en dé- 
ierminant chaque fois les sommets des quatre cônes, tous 
les systèmes de pôles harmoniques possibles de la surface 
donnée. | 

14. En éliminant À de deux quelconques des quatre 
dernières équations, on obtient six équations de surfaces 
du second ordre dont chacune passe par les quatre som- 
mets 1, 2,3, 4 des quatre cônes. Ainsi l'équation sui- 
vante 


u = ble, — 0e] + bloc, — 0,1] + D, Loi, —v, ww, | 

+ blow, — 0,0, + bio, — nas] + bi [os — viw;] 
avec les constantes arbitraires D, représente toute surface 
du second ordre qui passe par les quatre points; mais 
cette équation représentera toutes les surfaces possibles du 
second ordre qui passent par un système de pôles harmo- 
niques quelconque de la surface donnée » — o. Si l’on 
fait varier la fonction w, aussi bien que les constantes D, 
lexpression adisparaît lorsqu'on y change x,x,,x22, ete., 
en V1, Vi, etc. Si donc 


U—= Ai Lili + do Lo Lo + ss Es ls + Aix Li Ds 
+ 242 Li Lo FF 24 Li ls +205 Li TL 


+ 2435 Lo Lys O0 Lo Li + 20353 2 NO 


(129) 
est l'équation d’une surface du second ordre, qui passe 
par un système de pôles harmoniques de la surface donnée 
V — 0, on a toujours l'équation 


di Vi ip dy Va + 33 Vas + da Ni Rois Vis +. , — 0, 


d’où l’on conclut : 

Taéorime. S'il existe une relation linéaire entre les 
coefficients d’une équation d’une surface du second de- 
gré, la surface passe par un système de pôles harmo- 
niques d’une autre surface du second degré déterminée 
par la relation donnée. 

Pour obtenir cette surface, on remplace dans la rela- 
tlON Gy1, yo EC., Par Lino Vis) etc. la polaire réci- 
proque de cette surface par rapport à la directrice 

LT +x, +ai +ri=o 
est la surface cherchée v — 0. 

15. Lenime. Deux systèmes de pôles harmoniques par 
rapport à la même surface du second ordre peuvent être 
considérés comme les points d’intersection de trois sur- 
faces du second ordre. 

16. A l’aide de ce lemme, on démontre : 

THéonëme. Si une surface du deuxième ordre passe 
par un système de pôles harmoniques d’une surface 
donnée du deuxième ordre, elle passe par une infinité 
de ces systèmes. 


DIVISION ABRÉGÉE:; 
Par M. HOUSEL.. 


Pour établir d’une manière précise la théorie et le pro- 
cédé de la division abrégée, nous la considérerons comme 
l'inverse de la multiplication abrégée. 
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Aù 


( 130 ) 
314160 On sait que, pour multiplier 21,624 par 

42612 3,1416 en s’arrêtant aux dix millièmes (sauf à 

628320 Cffacer le dernier chiffre du produit si l’on craint 
31416 qu'ilne soit pasexact),on écrit21,624sous31416 
18849 en renversant les chiffres du multiplicateur de 

628 manière que le chiffre des unités soït sous le 

125 chiffre que l’on veut conserver, et qu’on néglige 
67,9338 à chaque produit partiel les chiffres du multipli- 
cande restés à droite, en tenant compte cependant des 
retenues qui donneront aussi des dix-millièmes et que 
nous appellerons retenues supplémentaires. 

(On peut être tenté de prendre commeretenuessupplé- 
mentaires 4 au lieu de 3 pour le produit de 6 par 6, et 2 
au lieu de 1 pour celui de 4 par 4: en effet, on cherche en 
général à compenser les retenues en plus par des retenues 
en moins ; mais ici, comme 3,1416 > T est un peu trop 
grand, on a pris les retenues en moins.) 

639338 | 31 416 Réciproquement, sil'ondivise67,9338 
62839 21,624 par 3,1416, on commencera par voir que 








Bio18 le quotient a des dizaines; ensuite on 
31416 obtient comme à l'ordinaire les deux 
19602 PIÉQUEE chiffres ; Has après cela, au 
18849 lieu d'ajouter un zéro au dividende par- 
tiel, nous remarquerons que, dans la 
738 multiplication ci-dessus, le 6 du nom- 
626 bre31416 ne compte pour son pro- 
éir re 31 ne compte p on pro 
125 duit avec le 6 de l’autre facteur que par 
125 sa retenue supplémentaire; donc ici nous 
Re effacerons ce chiffre 6 au diviseur : mais 


après avoir obtenu 6 pour quotient partiel de 19602 par 
341, nous ajouterons au produit de 3141 par 6 la retenue 
supplémentaire 3 due au 6 effacé, etc. 

On a écrit dans la division tous les produits partiels 
pour montrer la correspondance des deux opérations. 


(4190) 

D’après cela, on peut conclure la règle suivante pour 
la division abrégée. 

Déterminez avant tout la nature des unités du quotient, 
ce qui sera toujours facile : cela fait, on n’aura plus à 
s'inquiéter de la position des virgules. Soit alors p le nom- 
bre total de chiffres que l’on doit avoir au quotient, et 
soit 2 le nombre de chiffres que l’on veut prendre au divi- 
seur. Séparez à la gauche du dividende un nombre capa- 
ble de contenir ce diviseur modifié, vous aurez le premier 
chiffre du quotient et il en reste p — 1 à obtenir; il faut 
voir combien on doit encore prendre de chiffres au divi- 
dende pour les abaisser. Remarquez que vous pourrez 
tout au plus effacer successivement les 7 — 1 derniers 
chiffres du diviseur modifié, et même il est plus sûr de 
n’en effacer que 72 — 2 pour en garder deux à la fin: il 
faut donc en prendre (p — 1) —{(n—2)—p—n+1, 
et supprimer les autres. En général, on choisit 7 de ma- 
nière que p — #2 + 1 soit petit ou même nul. 

Supposons qu'il s'agisse de diviser 67,9337994636 par 
3,141509266 et d’avoir trois décimales au quotient, sauf 
à supprimer la dernière si l’on doute de son exactitude. 
Quand on a vu qu'il y avait des dizaines au quotient, 
tout se passe comme s’il s’agissait de nombres entiers : 
alors p = 5 et l’on prend 7 = 5, de sorte que 

P—Rr+I—=I; 
en eflet, on n’abaïsse qu'un chiffre du dividende. 

Nous avons pris un exemple qui montre que, si dans 
une multiplication abrégée le multiplicande est terminé 
par un ou plusieurs zéros, on est conduit dans la division 
abrégée correspondante à abaisser un ou plusieurs chiffres 
du dividende; mais en général on n’en abaisse pas. 


(. 192 | 


SOLUTION DE LA QUESTION 292 


[voir tome XIIT, page 192 (*)]; 
Par M. PAQUE, Professeur à Liège, 
ET 


M. DEVYLDER, Professeur à Namur. 





Question. n étant un nombre positif entier, prouver 
que l’on a 


(r La 
e? 
de T0 . 
Démonstration. On a 


(x) sn n° sa. un | Gi RE 
en — na EE EE RE - ne 
A [3] [ei] ([r]° 


8 est compris entreo et. 
Ecrivons la série 


I I I I I I 


[al rt) ur ot [re SI 
tous les termes sont moindres que l’unité, à l'exception 
d’uri seul terme égal à l’unité. Multipliant les termes du 
second membre de l’équation (1), respectivement par les 


. PC I 
termes de la dernière série et mettant PS en facteur com- 
EL 


mun, on obüent 


TNA 


IH AN + ——— 7° 
Pr I 2 
[7] n.R—I1.n—2 ; 
= ñî————— +, , ,+n nt! + np" 
FT 0 
ou bien 
and) me C. Q.“F.?D 
[ze] “ 


ns 


(*) J'ai réuni ces deux solutions qui ne diffèrent pas essentiellement. 


F 35) 
Note. M. Cauchy dans ses Æxercices d'Analyse, 
iome IV, page 106, démontre l’inégalité 
E 
Éce(+): 
d’après ce qui précède, on peut remplacer la timite supé- 
17 | 7 








C 
Surling donne la formule 


et: ANÈLE (A. Genocchi). 


rieure par 


THÉORÈMES D'EISENSTEIN. 





B« 


( CRELLE, tome XLIV, page 261; 1852.) 





À. Lemiumne. Soit 


An+1 ? bus ’ Cn+1 9 dci T 
les barres désignent un déterminant entre (n +1) quan- 
tités, et l’on suppose que S n’est pas nul. 
Soit un système d'équations 
a;u; + blu: + Clüus +... — Yi» 
UE + bu: + Cols OR V0 


thalale) viotsle lea) pl ee ca at dé) a) ee “a, ts»: e ee) 0e) + 


An y + bas Ua + Cry a Ho ce: = Yntt9 


on en déduit 
U = Ai + RŸ2 F AsY3s Fe) 
HU — Biy + &2 V2 + Bs75 Hs, 


7 AUDE TAMTEOT 


SONT ATOM ENT et à ose 5s 0, s, °e 


( 154 M 


Soil 
Mie Mai 3 2 
re B,, B2, rs, 
T1 N 22 24273 5700 
on à 
S, SA, 
et 
dia + Gad + A3a3 =, 
DB + DB + bis +... —=1, 
Cri His FO FF. er 


. 


MU tu AU 


ai fi + @:6: + ab, +...:—0; 
Ai + Va + AsY3s +... =O, 
bia, + Oro + bacs he e105 


ou bien symboliquement 


Das, Dap—o, 


c'est-à-dire lorsque les lettres latines sont jointes aux 
lettres grecques correspondantes, la somme est égale à x, 
et si les lettres ne sont pas correspondantes, la somme est 
nulle. 
2. Taéorime. Soit 

Pr = an + À: baux + A,cut? + A,dyr 4.7, 

Ou = Au + A, By Ë + An Ë° Ste A0p Pis 
si l'on donne à p les valeurs successives de la suite 
1,2, 35.51 +1, es a,b,c,...,«, (6, y ayant méme 
signification que ci-dessus, et les À étant des quantités 
quelconques, on a 


DIT —= Pi fa + P2 P Des eat Un+1 — fonction de LE. 


Démonstration. C’est une conséquence immédiate du 
système d'équations (1). 


( 185) 
Corollaire. Si À, est le coefficient binominal de 2° 
dans (1+- z)", on a 


D prit rt}. 


Ainsi le produit de 7 + 1 fonctions, chacune de degré », 
se réduit ici à une fonction de degré 2 n et de degré n par 
rapport à chaque variable. 
Application. Si l'on a n — 2, 
Pioi + Pros + Pos = (1 + xË)’; 


posant 


Piwi + Pro: = 0, 
alors 


Pros = (1 +xË}. 


æet£ ne sont plus des variables indépendantes, et l'on a 





— O1 Pi 
he 2 
> 
— O1 Pi P303 
PVR ES 
(OPAAES 
Pi Pa Ps = — o Pi P303 ENT 0162 3 Di (1 + me) 
[OPA EE De @3 n 
d’où 
GP ere re ARS 
Par ST SO) GS Un st 
° 0203 


De là ce théorème : 

La racine carrée d’une fonction rationnelle en x du 
sixième degré peut étre transformée rationnellement 
dans la racine carrée d’une fonction similaire d’une 
autre variable. 

Eisenstein applique ce théorème à la transformation 
des intégrales abéliennes de première classe; travail qui 
vient d’être considérablement perfectionné et étendu par 


(136) 
M. Hermite dans une suite de Mémoires insérés dans les 
Comptes rendus, et qui renferment de précieuses et pro- 
fondes recherches sur les déterminants, dont nous espé- 
rons pouvoir entretenir nos lecteurs. (Comptes rendus, 
189, 1°" semestre, pages 246,304 , 365,427, 485 et 536.) 


Voici la marche d’Eisenstein : 


Pier + Pro = F(x,E) = (1 + ré) — pos = 0 — po, 

















"IQ SA + LEtae 
do d'or dô\ 0? do 
Fm 20—|—=p;— 20) 
d;Æ 2 (Se) PSE Hs (%) x dE” 
(4 dO dix: 0 
dd, F = — RARES Le — — — 9: 
d,F Has 203 (à) dé | ®, 9 
d0 do; 
O = — 203 dE TE e 
O1 | 
— d,F. dé © 
1x == s 2 1 
dx dE Tr Ed 
mais 
VELO re P10 
Vhipaps x V mor GW) 03 
done 
dx 2 d'E O w2 
P: P2P3 Ve U), Ga @a dF.p, 
Faisons 


Ppi= (x — r)(x—s), 


r et s sont des quantités connues ; il vient 


2, rires tee ODA NE LÉ TES 
VP:P:Ps Vo 6) 62 0) A de UE à — s) 





Entre x'et £ existe la relation quadratique 


Pioirt Pie = 0, ou, F{r,Ë) 0: 


( 157) 
Ainsi x est une fonction de £, et x a deux valeurs en Ë. 
Mettant successivement ces deux valeurs et sommant, 
on a | 





D RS te 
VPi P2 Ps V— O1 O2 O3 d, F (x — s) 


Mais © est du premier degré en x, et Fest du second de- 
gré; on a donc, d’après la théorie de la décomposition en 
fractions partielles, 


Sue _ 208), 
d;F(x—r) te F(r, Ë) 
Dans O et F on a remplacé x par r; mais 
k F(r, E)= œpi(r), 
où pa (r) est la valeur de p, dans laquelle x est remplacé 


par r; par conséquent p,(r) est une constante. On a 
donc 
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et de même 
D (x— r) dx @(r, É)dE 
VPiP:Ps p:(s) Ni © 2 03 
mais 
O(x, E)= fs V2 (1 — TÉ) + 2/36 —2a;x 
Ainsi O(r, £) est du premier degré en £, donc les membres 


à droite de ces équations sont des différentielles d’inté- 
grales abéliennes. 





QUESTIONS. 





299. Soient p un nombre premier plus grand que 3, et r 
un nombre quelconque de la suite 2, 3, 4,..., p — 2. 
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Ecrivons de gauche à droite sur une ligne horizontale 
la progression1,2,3, 4,...,p; et au-dessousune deuxième 
ligne horizontale 1 +r, 2+7r, 3+ r,...,p+ 7; puis une 
troisième ligne 1+ 27, 24 2r, 3 + 2r,...,p+2r, et 
ainsi de suite jnsqu’à la dernière ligne 1+ (p —1)r, 
2 +(p —i1)r,.….,p +(p—1)r, et toutes les fois qu'on 
aura un nombreplus grand que p, on n'écritque le résidu 
de ce nombre divisé par p. Démontrer qu’on ne rencontre 
aucun nombre répété dans aucune ligne horizontale, dans 
aucune ligne verticale, dans aucune des deux lignes dia- 
gonales. ( CRELLE.) 

300. Trouver une fonction de a,b , c, d telle, qu’en y 


» . | l . 
faisant b — a, elle devienne 2", et en y faisant 
2(c4+d) 
: a— b 
c — d, elle devienne —————. (Lerenrrz.) 
2(a+b) 


301. Soient a,, a:, a3,..., 44 neuf points d’intersec- 
tion de deux courbes du troisième degré; par les quatre 
points @1, Gi, 43, &,, et successivement par chacun des 
points &;, ds, @r, @, faisons passer une conique, on aura 
quatre coniques. Les quatre polaires d'un point quel- 
conque du plan, par rapport à ces coniques, forment un 
faisceau dont le rapport anharmonique est constant (*), 
ce rapport est égal au rapport anharmonique du faisceau 
que l'on obtient en joignant par des droites le point & 
aux points 43, Ag, Ars Age (Caszes.) 

302. Problème. Toutes les courbes planes du troi- 
sième degré qui passent par huit points donnés se croisent 
en un seul et même neuvième point ; construire ce point 
au moyen du théorème énoncé dans la question précé- 
dente. (Cnaszes.) 


(*) Nouvelles Annales, tome XII, page 361. 
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THÉORÈME DE M. MINDING SUR LA SURFACE D'AIRE MINIMA: * 


a ——— 


1. Définitions. Soit une surface quelconque, hormis 
les surfaces développables. 

Section axiale est une section faite dans la surface par 
un plan passant par une droite considérée comme axe. 

Ligne méridionale correspondante à une section 
axiale; par un point quelconque de cette ligne menant 
une normale à la surface, elle est parallèle à la section 
axiale. 

Ilyaautantdelignes méridiennes que de sections axiales ; 
et toutes se croisent aux points où la normale à la surface 
est parallèle à l’axe. 

Lignes parallèles. À chaque point de cette ligne, la 
normale à la surface fait un angle donné avec l’axe. 

Ainsi, à chaque axe correspond un système de lignes 
méridiennes et de lignes parallèles à angle donné. 

2. Théorème. Soit une ligne fermée quelconque par 
laquelle passe la surface d’aire minima; les lignes méri- 
diennes et parallèles correspondant à un axe quelconque 
se coupent à angle droit. 

3. Théorème. Dans un plan tangent à un cylindre, soit 
tracéeune courbe quelconque. Si l’on développe le plan sur 
le cylindre, la courbe engendre une surface telle, que si 
l’on prend pour axe celui du cylindre, les lignes méri- 
diennes et parallèles se coupent à angle droit; elles sont 
aussi les lignes de courbure de la surface. 

Note. M. O. Bonnet a eu la bonté de nous promettre 
prochainement une démonstration intuitive de ces théo- 
r'èmes. 
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SUR UN SYSTÈME DE COORDONNÉES DITES CIRCULAIRES ; 
D’après M. W. STAMMER (ne Luxemgourc). 


(CRELLE, tome XLIV, page 295 ; 1852.) 

1. Soient un cercle donné de centre C, et M un point 
extérieur au cercle et dans son plan. Menons par Mdeux 
tangentes MA, MB au cercle; A et B sont les points de 
contact. Soit F un point fixe de‘la circonférence pris entre 
A etB; et désignons l'arc à droite FA par £ et l'arc à 
gauche FB par ». Connaissant les ares £ ein, le point M 
est déterminé ; £ etn sont dites coordonnées circulaires du 
point M; les points intérieurs à la circonférence n’ont pas 
de coordonnées circulaires réelles. £ peut aussi exprimer 
l'arc FBA et n l'arc FAB; on peut aussi augmenter Éet 
de plusieurs circonférences entières. L'auteur indique les 
formules faciles à trouver pour passer des coordonnées 
rectangulaires aux coordonnées circulaires et vice versd, 
et discute ensuite la courbe donnée par l'équation 


N'ES 


où a est un nombre réel qu'on peut toujours supposer 
plus grand que l'unité. La courbe est formée par un cer- 
tain nombre de branches infinies qui touchent toutes le 
cercle. On distingue les deux cas où & est positif et & né- 
gatif. 

Observation. L'idée des coordonnées circulaires appar- 
tient. à M. Plucker, oui l’a exposée dans son cours à 
l'Université de Bonn pendant l'été de 1847. C’est le sujet 
de la thèse doctorale de M. Stammer. 
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THÉORÈMES SUR LES CONIQUES : 
Par M. STEINER. 


ae 


(CRELLE , tome XLIV, page 275 ; 1854.) 

1. Théorème. En inscrivant dans un quadrilatère com- 
plet deux coniques, les huit points de contact sont sur 
une même conique. 

2. Théorème. Une conique étant inscrite dans un qua- 
drilatère, si, par les quatre points de contact, on fait pas- 
ser une seconde conique, elle coupera les côtés en quatre 
nouveaux points de contact d’une conique inscrite. 

3. Théorème. Les huit points de contact de deux co- 
niques inscrites dans un quadrilatère complet donnent 
soixante-dix groupes de quatre points ; douze de ces grou- 
pes sont avec deux des quatre sommets opposés sur une 
mème conique; ces douze coniques se partagent en six 
couples de coniques tels, que dans chaque couple les co- 
niques ont un double contact. 

Ce théorème subsiste aussi pour le quadrilatère com- 
plet. 

4. Théorème. Dans un quadrilatère complet inscrit au 
cercle, le produit des deux perpendiculaires abaïssées d’un 
point de la circonférence sur les côtés opposés est con- 
stant. 

Note. On déduit facilementle théorème général suivant 
pour un polygone inserit d'un nombre pair de côtés ; le 
produit des perpendiculaires abaïssées sur les côtés de 
rang pair est égal au produit des perpendiculaires abaïs- 
sées sur les côtés de rang impair (Géométrie supérieure). 

9. Théorème. Quatre coniques étant inscrites dans un 
triangle, ces coniques prises deux à deux ont encore en 
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commun , outre les côtés du triangle, une quatrième tan- 
gente T; il y a six de ces tangentes T et elles coupent 
chaque côté du triangle en six points en involution. 

6. Théorème. Si quatre coniques ont en commun un 
foyer et une tangente A, elles ont encore en commun 
prises deux à deux six tangentes T telles, qu’elles coupent 
la tangente À en six points en involution. 

7. Théorème. Si quatre paraboles ont le même foyer, 
prises deux à deux, elles ont une tangente commune T'; 
si par un point p on abaisse des perpendiculaires sur ces 
six tangentes, on a un faisceau en involution. 

8. Théorème. Une parabole P et un systèmedeconiques 
confocales C sont donnés dans un mème plan. Menons 
les quatre tangentes communes à la parabole P et à l’une 
quelconque des coniques du système €; soient a, b, c, d 
les quatre points decontact sur la parabole, f'étant le foyer 
de la parabole, le produit fa. fb.fc. fd est constant. 

Pour toute autre parabole qui a le même foyer f, le 


produit fa.fb.fc..fd reste constant. 





SOLUTION DE LA QUESTION 296 


(voir p. 50 ); 
Par M. ABADIE, 
Capitaine d'artillerie. 

La question peut s’énoncer ainsi : Étant donnés deux 
systèmes chacun de sept points dans un même plan , trou- 
ver deux nouveaux points P et P' tels, que si l’on joint le 
point P aux points du premier système et le point P’ 
aux points correspondants du second système, les faisceaux 
résultants soient homographiques. Le caractère de deux 
droites correspondantes dans deux faisceaux homogra- 
phiques étant qu’à l’une d'elles dans le premier faisceau 
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n’en correspond qu'une seule dans le second, il s'ensuit 
que mn et m/ étant les coeflicients angulaires de ces deux 
droites, on aura la relation 


MS A mm + Bm+ Cm + D —=o, 


A,B,C, D étant des constantes inconnues, les mêmes 

pour deux droites correspondantes quelconques. Comme 

de plus, si l’on désigne par x, y et x',y” les coordonnées 

. " LA Le 

des points P etP’,et par a,, b,et a, , b' les coordonnées de 
22 

deux points quelconques donnés correspondants dans les 
deux systèmes, on aura 

À EU br Fée. LA PT b, 


MZ ——— ) mn 
TL — An / 


l'équation se changera en 


à Dome 80 6 ere 2 bone Cet 9 À 


@) +(z—a)[C(y —b) + D(zx —a,)]=0; 


en faisant successivement 
PT 200 


on aura les sept équations entre les sept inconnues x, y, 
Er Er 
Des six premières équations éliminons les cinq der- 
nières inconnues; à cet effet, multiplions les six premières 
équations par les six coeflicients indéterminés À,, À, ds, 
À;, A5, Àç et en posant 


À (y—b)+h (y—b)+...+Xx (r— db) =o, 

à ML Or ONE EX (ape 

DD D) Lo. ba)... b(Y— Bb) 0, 

G AI b)+ ha, (y — 6) +... + ka (r— b5) = 0, 
Ad (x— a)+hb!, (x — a) +... + b,(x —6)—=0, 

La,(æ— a) +ha,(x — @) + +de (x — b;) = 0, 
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on aura pour l’équation cherchée entre x et y, 


(rs AT, ) (ND) Cr Et (7 — he ES), 
p' (ne b,), p' QE b,); Va (> — b,), v, EE b,), v', (rh b (7 —b), 
a —b,), a, (78), à3 (7 — be), dx (704), as (7 —bsh'ae (7 — bi), 

(sa) (ah (a), Gt) 6-de, 
Uf (x—a), bo (x— a), b (x— a), Up (x — a), b, (x —a;), A (x — 46) 


A ! ! ‘é i 4 ! 
ai (x—a,),;a3(r—a,), a; (x—a,), a, (x—a,), a (x —a;), aç(x —4); 


(3) o—déter. 


équation du sixième degré, mais dans laquelle xet yne 
dépassent pas le troisième as 

Si l’on examine l'équation (3) avec attention et qu’on se 
rappelle qu’un déterminant est nul quand deux lignes ho- 
rizontales sont les mêmes, on verra facilement que les 
coeflicients des termes du sixième, cinquième et quatrième 
degré sont nuls; de sorte que l'équation n’est plus que du 
troisième degré. 


Si dans le déterminant on pose 


T1: VÉEIDTS 


n étant un quelconque des six premiers nombres, ce dé- 
terminant devient identiquement nul; ce qui est d’ail- 
leurs une conséquence de l’équation (2): il s'ensuit que 
la courbe passe par Les points À,, A,, A,, A,, A;, À, du 
premier système P. 

Si dans l’équation de la courbe, on échange respective- 
ment @s, 06, @,, b', en a, b;, a, D’, on aura unese: 
conde courbe du troisième degré passant par les points 
AA As As A AT 4: 

Éliminant y entre ces deux équations, on obtiendra une 
équation en x du neuvième degré; mais comme les deux 
courbes ont en commun les points A;, A,, A,, A,, À;, 
l'équation en x sera divisible par (x — &;), (x— a), 
(x — as), (x — a,),(x — a;) et pourra être réduite à une 
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équation du quatrième degré. Connaïssant les valeurs de 
x, on sait par la méthode d’Abel, soit plus facilement par 
celle de M. Richelot, ou même par le procédé de M. Syl- 
vester, en tirer linéairement les valeurs correspondantes 
de y. 

Quant à la réduction de l’équation en x au troisième 
degré, je n’ai jusqu'ici trouvé rien de satisfaisant (*). 





NOTE SUR LES ERREURS RELATIVES ET ABSOLUES ; 
Par M. E. GAUCHEREL, 


Capitaine, 
Sous-directeur des études à l’École impériale spéciale Militaire. 





M. Vieille dit ( Théorie générale des approximations, 
Avertissement) : « Il m'a semblé que dans les Traités 
» d’Arithmétique on s'était attaché trop exclusivement à 
» l'erreur absolue, sans tenir compte de l’erreur rela- 

%» tive... » Ilest bien certaiñ qu’on a tort de s'attacher 
trop exclusivement à l'erreur absolue, mais je crains que 
M. Vieille n’ait quelquefois le tort contraire de chercher 
l'erreur relaüve, lorsque l'erreur absolue serait plus im- 
portante à étudier. 

Je ne citerai ici pour exemple que la question relative 
à la recherche des triangles les plus avantageux pour la 
mesure des hauteurs. Je traiterai plus tard la même ques- 
tion sur les triangles géodésiques. | 

Si J'avais à déterminer les hauteurs de divers édifices, 
je m'imposerais une même limite d'erreur absolue pour 
tous ces édifices, plutôt que d'adopter une limite d’er- 


(*) Les quatre solutions pouvant devenir imaginaires, cette réduction 
ne me semble pas possible, à moins qu’il n’y ait deux racines égales, ce 
qui est invraisemblable. Tu. 
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reur relauve., Ainsi je chercherais à obtenir les hauteurs 





« ® \ \ 4 I au 
a un centimetire pres, par exemple, et non 4e OU à 


000 
I 





= près de la hauteur. 
1000 


Le développement de cette question est intéressant au 
point de vue de la pratique et instructif comme discus- 
sion; les applications numériques sont des exercices de 
calcul d’une grande utilité, dans lesquels les approxima- 
tions jouent un grand rôle: essayons de donner une solu- 
tion plus complète que celle de M. Vieille. 

9. Pour obtenir la hauteur AB d’un édifice, on me- 
sure sur un terrain horizontal une base AC = Let l'angle 
AGREE MS 

On a 
AB — AC tang C. 


Mais, si l’angle C comporte une erreur BCD — «, quelles. 

est l'erreur e — BD que comporte la mesure de la. han. 

teur À — AB? FEES à 
On a dans le triangle BCD, 


BC.sin & _g BC.sina 
sin{B—-«)  cos(C +)? 


dans le triangle ABC, on a 
LL ANRE 
sin C” 





DU — 


donc 
Er ‘ h sin & 
e — 


_ SinC cos(C + «) 
L'erreur « pouvant être négligée devant C, on a 


h sin « 2h sine ,, 2H 


CZ = = —— (| Y Le 


sinCcosCG sin 2C * 
sa 








(*) Ce résultat a déjà été obtenwpar M. Lecointe (#: Vip. 581). 
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Applcation. Soient 
A 008 x — 17.7 (division centésimale), C —73065, 


On a 
TR 





SITE = 0,000167, 


20000 
d'où 
e — 07,019: 
La hauteur À est obtenue à 2 centimètres près. 
2°, Pour une même valeur de L et de #, le minimum 
de l'expression 
; __2hsina 
sin2C 





a évidemment lieu pour C = 50%. Donc, pour mesurer le 
plus exactement possible une hauteur k, il faut prendre 
une base à peu près égale à la hauteur à mesurer. 
3°. Posant 
CG 508, 
il vient 
e—2hsina, 


relation qui indique qu’à des limites de e et de « corres- 
pondent des limites pour la valeur de A. 

Application. Si les hauteurs doivent être obtenuesà un 
centimètre près avec un éclimètre donnant une approxi- 
mation d’une minute, la limite de À est 


= he e — RUE Ep et 
2sinx 0,000314 

Donc, avec un tel goniomètre , on peut obtenir les hau- 
teurs plus petites que 30 mètres avec une approximation 
d’un centimètre, en les observant sous un angle de 
bo grades. 

4°. On peut demander quelle approximation on doit 

10. 
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obtenir dans la mesure de l'angle, pour avoir la hauteur 
à un centimètre près. On pose 


: (4 
SIN 
2h 
Application. Soient 


0,01! 





9 (+ eee 003% 


HO On 1h DONS 
100 
L’ approximation angulaire doit donc être d une demi- 
minute environ. 
5°. On ne peut pas toujours se placer de manière à 
voir la hauteur à mesurer sous un angle à peu près égal 
à 50 grades. Il faut alors trouver la limite des valeurs de C 
pour lesquelles l'erreur sur la valeur de L est plus petite 
que la limite imposée. Cette limite est donnée par l’ex- 
pression 
2 h sin a 


sn2C > 


e 
Application. Soient 
= 258, ot NOTICE 


on a 


sin 2C-> 0,785, 


d’où l’on conclut que l'angle 2C doit être compris entre 
60 et r40 grades, et l’angle C entre 30 et 70 grades. 

Il n’est pas sans intérêt d'ajouter quelques considéra- 
tions géométriques d’une grande simplicité sur la même 
question. 

L'erreur linéaire qui résulte de l'erreur angulaire BCD 
étant BD, les trois points B, D, C sont sur une circonfé- 
rence tangente à la ligne BM, Étant l'angle MBD — BCD. 
Cette Giconfieiee coupe LR lement r horizontale AC 
en un autre point C’. Tout autre point C” situé sur AC, 
en dehors des points C et C”, donne une erreur plus grande 


e.- 
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que BD. Eu effet, la ligne C” D”, parallele à FD, donne 
évidemment BD” >> BD. 

Il suit de là que, si l’on conçoit une circonférence tan- 
gente en B à la ligne MB, et tangente à AC, le point de 
contact C sur cetie dernière ligne est le point pour lequel 
l'erreur angulaire MBD donne la plus petite erreur li- 
néaire. Si cette erreur linéaire est très-petite, on peut con- 
sidérer la circonférence comme tangente aux deux lignes 
AC, AB; on a alors AC — AB, ce qui conduit au prin- 


cipe énoncé ci-dessus CEr 





Enfin, je ferai ressortir en terminant combien il est 
évident que l'erreur relative n'aurait aucune signification, 
s il s'agissait de déterminer les cotes de hauteur de diffé- 
rents points d'un terrain. 


Dans les opérations de nivellement, je ne considérerai 
donc que l’erreur absolue. 


On a 
BCsina 
7 cos (G+ a) 3 
mais 
en AC . 
cos 0: 
donc 
b sin x 


FT cosC cos (C + a)? 


et, en négligeant & devant C, 


b sin & 
late 
cos’ GC 





a 


(*) On ne peut faire intervenir, dans cette question, la considération 
de l’erreur relative que pour faire comprendre que, toutes choses égales 
d’ailleurs, il faut apporter plus de soin dans les opérations quand on veut 
que la mesure d’une grande ligne comporte la même erreur absolue que 
celle d’une petite. 
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On peut répéter sur cette expression une discussion 
analogue à celle qui a été faite ci-dessus, mais je mecon- 
tenterai d'établir ici que, dans les nivellements topogra- 
phiques, on se contente généralement de déterminer les 
différences de niveau à un décimètre près; que les écli- 
mètres donnent les angles à 2 minutes près, au moins, 
et que les angles à l'horizon sont rarement plus grands 
que 15 grades. ; 
Si l’on veut chercher la limite de b qui correspond à ces 
nombres, on a | 
= RE 
Sin & 
substituant, il vient 
b'=5,301%:093 | 
Enfin , le tableau suivant donne les valeurs de e corres- 


pondantes à 


LATE LUESH O ES 


et à différentes valeurs de C, 


D D 0 2.07, 01308 
Ceapt.cse = eo or0r 
Ce 10.4 e = 0 2 /OF00N 
Cons vez 007 


La valeur de e étant proportionnelle à et à b, on dé- 
duit facilement de ce tableau les erreurs que comportent 
‘ les opérations faites dans des circonstances différentes. 
Application. Soïent - 


Gi Pis MOUTURE TEE 
on a 
em a» 45 X 0°,0163— 07,148. 





( 15x ) 








RELATIONS 


Entre Les ligues trigonométriques circulaires et les lignes analogues 
hyperboliques. 
1 y — x° = —1 est l'équation d’une hyperbole équi- 


latère à axes rectangulaires ; O le centre; A le sommet; M 
un point quelconque; MP — y, OAP — x coordonnées du 
point M; R le point où une parallèle à l’axe OA, menée 
par M, rencontre la tangente en A; S le point où cette 
mème tangente est coupée par le demi-diamètre OM; 
OA — 1. Faisons lPangle ROA — 3; l'aire du secteur exté- 


rieur MOAM — -w, MOP— +. 


Aa quadrature connue de l’hyperbole donne (vor 


tome V, page 388) 


ex 4 et OR = æ — F5 
JEnÉA 
d'où 
4 + Ré G) e — € 


7 Te Va ETAT 
2 J 2 


x 








x et y sont des transcendantes auxquelles on a respecti 
vement donné les noms de cosinus hyperbolique et de 
sinus hyperbolique de la variable w et que l’on désigne 
ainsi, 


&'— C08%.0 4 y. Sin... 


Gudermann, comme nous avons vu, désigne ces lignes 
par les lettres de l’alphabeti gothique ; on a évidemment 


sinA.w—tangz, cos L.w — sécz, 


langa.w—sinz, sin z == tang . 


D'après ces relations, 


w = log(tang z + sécz) = log tang (45° + 5) : 


ainsi faisaut croître z de o à 45 degrés, on pourra, au moyen 
des Tables des lignes trigonométriques circulaires , con- 
struire des Tables des lignes hyperboliques dites trigo- 
nométriques et des secteurs w correspondants. Quoique, 
en toute rigueur, On puisse se passer de ces dernières 
lignes, il y a des cas où il est utile d’avoir ces Tables cal- 
culées d'avance. En effet, lorsque, dans la solution d’un 
problème, on a supposé qu'une certaine quantité était 
égale au cosinus d’un arc dès que cette quantité n’est plus 
renfermée entre les limites +1 et —1, les limites com- 
prises, la solution devient impossible ; maïs on peut alors 
égaler la quantité à un cosinus hyperbolique qui prend 
toutes les valeurs comprises entre a et —  , excepté 
celles qui sont renfermées entre +1 et —r. 
Exemple. Soit l'équation 


a — ax — b = 0; 
faisant 
HAE D ARC CE 
UT Su mer 
OR à 
TI Nr COS © : 


4b 


solution impossible lorsque RE Dans ce cas, on fait 


cos À. 3 © — Ave 
75 
et alors 
= rC0S/2.0. 
Supposons 
| RO fes DAT 
alors 


4 6 : 
=D m2 = COS 4.30. 
r 
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Consultant les Tables, on trouve qu'à ce cosinus corres- 
pond le secteur 
30 —0,571947, 
d’où secteur 


© — 0,1906/92; 
et à ce dernier secteur correspond 


cos À .w — 1,09791 33. 
Donc 


z = rco0sh.w — 2,1998266. 


3. Nous avons pris cet exemple dans l'ouvrage de 
Lambert (J.-H.), intitulé : Zusatze zu den logarithmi- 
schen und trigonometrischen tabellen, etc. Additions 
aux Tables logarithmiques et trigonométriques pour fa- 
ciliter et abréger les calculs qui se présentent dans les 
applications des mathématiques. Berlin, 1970; in-8 de 
210 pages. (Bulletin de Bibliographie, d'Histoire et 
de Biographie mathématiques ; 1. 1, p. 28.) 

La 32° Table (page 178) est consacrée aux fonctions 
hyperboliques , et chaque double page est divisée en neuf 
colonnes, 

Colonnes. 

1 Valeurs de z (angle transcendant de Lambert) croissant 

par degré de zéro à go degrés, 

2* Valeurs correspondantes du secteur +, 


3° — des sinus hyperboliques, 
4° — des cosinus hyperboliques, 
or — log sinus hyperboliques, 

6e — log cosinus hyperboliques, 
A Ts lang q ; 

5° — log tango, 

9° — évaluée jusqu’à la tierce, 


le tout avec 7 décimales. 
7 
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Les Tables bien plus étendues de Gudermann ont été 
éditées en Allemagne. Celles de M. Yvon Villarceau, 
encore meilleures , ne trouvent point d’éditeur en France 
(vor tome XI, page 412). 

Les noms de sinus, cosinus, etc., donnés à ces fonc 
tions hyperboliques sont justifiés par les relations sui- 
vantes, Table 38° de Lambert ( page 136) : 

sin (y +z)=—= sin y cos kz + cos hy sin kz, 

sin À (y —z)—sin y cos 4z — cos Ly sin Az, 
cos ( y + z) —cosky cos z + sin Ly sin #z, 
(r 2) = 


cos À cos ky cos z — sin y sin Lz. 


En effet, pour vérifier ces formules , il sufht de remplacer 
les sinus et cosinus par leurs évaluations exponenuelles. 
Üne manière plus simple est de remplacer y et z par 


LÉRECAUENQUUEE Ve 
sin Aiy = à sin y. 
COS Liy — cos T, 
sin hiz — i sin 2, 
COS Liz = COS 7; 
d'où 
sin Liy cos Liz + sin hëz cos kiy — isin (y + 2) = sin 4 (is. iy). 


Faisons y égal à — yet z égal à — z, on trouve la pre- 
mière formule. 

Ces formules servent à la multiplication et à la multi- 
section de ces iranscendantes 

9. Nous voyonsencoreici l’immense puissancequ’exerce 
sur nous lhabitude, mème en mathématiques. Accou- 
tumés que nous sommes à manier les Tables des loga- 
rithmes et des sinus, ces transcendantes nous semblent 
aussi simples que des quantités algébriques ordinaires , et 
dès qu’une question est ramenée à ces transcendantes, 
nous la considérons comme étant résolue, tandis que 


( 1554 ‘4 
d’autres transcendantes, telles que celles dont nous ve- 
nons de parler, les transcendantes elliptiques; les 
gamma, eic., pour lesquelles les Tables n'existent pas 
ou sont peu connues, nous apparaissent sous un aspect. 
effrayant, comme quelque chose d’éminemment difficile, et 
ces quantités très-utiles dans les applications sont re- 
poussées de l’enseignement. À ce propos, nous Jugeons 
opportun. de traduire ici ex entier le 55 (page 48) de 
l'ouvrage cité de Lambert. | 
« Avant les temps de Neper, ceux qui faisaient de 
» L arithmétique leur étude favorite trouvaient un passe- 
» temps agréable dans la comparaison des progressions 
» arithmétiques et géométriques, et fournissaient ainsi 
» à ceux qui aiment mieux injurier les mathématiques 
» que de les apprendre, un motif désiré de compter ces 
» comparaisons au nombre des plus utiles spéculations. 
» Car alors aussi le wirtus post nummos, s’opposait aux 
» progrès de la science. Toutefois Neper n'y fit pas at- 
» tention. Il compara les‘deux progressions pour voir st, 
» parmi les propriétés remarquables de cette théorie, on 
» n'en trouverait pas plusieurs autres. Les propriétés re- 
» marquables sont rarement isolées. C'est ainsi que 
» Neper parvint à en tirer les /ogarithmes, et par là la 
» chose cessa d’être une pure spéculation. » 
Si Neper n'avait pas fait son invention, le calcul inté- 


gral n’en aurait pas moins mené à la transcendante Î= nt 
T 


à laquelle on n’aurait certainement pas donné le nom 
de logarithme, et il se serait écoulé peut-être un temps 
très-long, avant de faire l’observation simple que 
dx dy d (xy 
Pis de 
faciliter les calculs arithmétiques; c'est alors seule- 
ment qu'on se serait mis à construire des Tables pour 





est une propriété fondamentale pour 
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cette transcendanie. Nous devons à Neper d’avoir cette 
construction probablement un siècle plus tôt. Ceux qui 
préconisent tant les logarithmes, ne savent pas qu'ils 
doivent cet admirable instrument à un arithmologue, à 
un homme aux spéculations abstraites et qui a même 
débuté par un écrit sur la théologie. Il en est de même 
partout. Que saurions-nous dans la mécanique pratique 
sans les méditations théoriques des Archimède; des Ke- 
pler, des Descartes, des Newton, des Leibnitz et autres 
illustres réveurs, que saurions-nous? Rien, rien, rien. Sans 
les travaux de ces hommes illustres nous n’existerions pas. 





SUR LES FOYERS DES MIROIRS SPHÉRIQUES ; 
Par M. Eucèxe ROUCHER , 


Ancien élève de l’École Polytechnique, Professeur de Physique 
au Lycée de Nantes. 





La marche suivie dans tous les cours de Physique pour 
démontrer la formule exacte des foyers conjugués des 
miroirs sphériques repose sur des considérations assez 
longues de calcul infinitésimal. Voici une méthode, à la fois 
simple et courte, qui permet d'introduire cette formule, 
et, par suite, les valeurs des aberrations de sphéricité 
dans les cours élémentaires. 

Soient S et C le sommet et le centre d’un miroir sphé- 
rique de rayon R ; Pun point lumineux situé sur l’axe SC 
et défini par sa distance au centre PC — p ; P’ son foyer 
conjugué, dont la distance au centre P'C = p' est in- 
connue. PI étant un rayon incident quelconque, défini 


par l’angle SCI = C, les triangles PIC, P’IC donnent 
P—C—\;i, 
P=C +7, 
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ou | 
P —C—;i, 
Pi CE 


à cause de l’égalité des angles z et r d’ caen ee et de ré- 
flexion. On en déduit 
sin P’ — sin P — 2sini cos C, 


sinP’ sinP 








ETES Dr - — 2C cosC, 
sin ë sin À 
ou 
R 
— ———=20cosC, 
P P 
et enfin 
I I 
— — -—— cos C 
P P L 


qui est la formule demandée. 


Tae Transacrions or THE Rovaz ÎIrisx Acapemy. Vo- 
lume XVII; Dublin, 1837; in-4. Printed by Dixon 
Hardy, 3, Cecilia street, printer to the Royal Irish 
Academy. 

CEOMETRICAL PROPOSITIONS APPLIED TO THE WAVE 
raEory or Lieux; by James Mac Cullagh F.T. C. D. 
Read june 24, 1833; p. 241. 


Surfaces réciproques. 
À. Taéorème ll. Soient une surface À , un point O fixe, 
Q un point de la surface À , P plan tangent en Q, OP 
perpendiculaire sur P; sur OP on p1 ‘end un point R tel, 


que 
OP.OR = K?= const., 
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les points R et Q sont dits réciproques, et B, surface du 
lieu de R , est surface réciproque de À ; c’est-à-dire si lon 
mène un plan tangent à la surface B en R, et si de O'on 
abaisse sur ce plan la pere e ON, elle passe 
par le point Q, et l’on a FA 

ON.OQ — K, 


etle plan tangent en KR coupe OQ perpendiculairement. 
Les rayons OQ et OR sont réciproques. 

2. Corollaire. Si le point Q est un point singulier par 
lequel on peut mener une infinité de plans tangents, au 
même point Q correspondent une infinité de points R 
formant une courbe, et le plan tangent en R à la sur- 
face B touche cette surface le long de cette courbe et est 
perpendiculaire à OQ. 

3. Soient abc, a'b'c' deux ellipsoïdes dont les demi- 
axes a, b, c et a’, b', c' coïncident respectivementet ont 
la relation 

3 HR CCE. 


On prend pour le point fixe O le centre commun des deux 
ellipsoïdes ; ces deux ellipsoïdes sont des surfaces réci- 
proques : agrand axe, b moyen, c petit axe; alors a° est 
petit axe, D! moyen axe et c’ grand axe. Les sections cir- 
culaires des deux ellipsoïdes passent par le même axe 
moyen b, b’. 

Soient Q et À deux points réciproques des deux ellip- 
soïdes; OQR un plan passant par OQ, OR; Ogr une 
perpendiculaire au plan OQR coupant l'ellipsoïde abc 
en g et l’ellipsoïde a'b'c' en r; les lignes OQ, Og sont 
les demi-axes de l’ellipse, intersection de la surface abc 
par le plan QO; et de même OR, Or sont les demi- 
axes des intersections de la surface a'b'c' avec le plan 
ROr. 


Si la droite OQ reste dans le même plan, il en sera de 
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mème du rayon réciproque OR. Ces deux plans sont dits 
réciproques. | 

Si deux rayons réciproques sont dans le même plan 
principal et, par conséquent, perpendiculaire à un demi- 
axe de l’ellipsoïde, les plans passant par ce demi-axe et 
par les rayons réciproques sont évidemment réciproques. 

4. Taéorème Il. $7, par un point O de l'intersection 
de deux plans donnés, on mène une droite dans chaque 
plan, et perpendiculaires l’une à l'autre, le plan de ces 
droites enveloppe un cône dont les sections, par des 
plans parallèles aux plans donnés, sont des paraboles ; 
la droite perpendiculaire au plan mobile décrit aussi un 
cône dont les sections parallèles aux plans donnés sont 
des cercles. 

9. Taéorèue IT. O le centre d’un ellipsoide; OQ et 
Oq les demi-axes d'une ellipse, section diamétrale ; en 
O on élève une perpendiculaire à ce plan diamétral. 
Sur cette perpendiculaire on prend OT—O0Q, OV—O3g; 
on aura une double surface, lieu des points T et V. Soient 
OS /a perpendiculaire abaissée de O sur le plan tangent 
en T à la double surface, et OP la perpendiculaire 
abaissée de O sur le plan tangent en Q à l’ellipsoïide, 
on aura: 1° OP—OS; 2° les droites OP et OS sont à 
angle droit; 3° Les quatre droites OP, OQ, OS, OT 
sont dans un méme plan perpendiculaire à Oq. 

La double surface est la surface des ondes de Fresnel ; 
on peut la nommer surface biaxiale, à raison de sa géné- 
ration et du rôle qw’elle joue dans la théorie des cristaux 
à deux axes. 

La surface biaxiale d'un ellipsoïde abc ‘est désignée 
sous le.nom de la biaxiale abc. 

6. Puéorkme IV. Les surfaces biaxiales de deux el- 
lipsoïdes réciproques sort des surfaces réciproques. 

T,. Premier cAS PARTICULIER. La section Q0Oq est un 
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cercle dans l'ellipsoide abe. Alors les points T et V coïn- 
cident en un seul point 7 ; à ce point il y a une infinité de 
planstangents,puisqu’il yauneinfinitédediamètres conju- 
gués rectangulaires dans le cercle; nest le point où les deux 
nappesde sessurfaces biaxiales secoupent:on peut l'appeler 
point nodalounœud.OQ décrivant même plan circulaire, 
le rayon réciproque OR décrit un plan réciproque au cercle 
(vorr ci-dessus), et comme O gq est dans le plan du cercle, 
nous avons trois droites OR, Og, OS à angles droïts, et 
dont deux, OR, O9, sont assujettis à rester dans les mêmes 
plans; par conséquent OS décrit un cône dont les sections 
parallèles aux plans donnés sont des cercles. Or TS, main- 
tenant nS, est parallèle au plan fixe qui contient OR ; 
ainsi le point S décrit un cercle passant par 7, c’est-à-dire 
la polaire du point O sur le cône nodal est un cercle. Par le 
point nodal menons deux plans respectivement parallèles 
au cercle QO3g et à son plan réciproque; nommons ces 
plans, plans tangents principaux, alors chaque plan tan- 
gent nodal coupe ces deux plans principaux suivant deux 
droites qui sont à angles droits. 

Par conséquent les sections du cône nodal par des plans 
parallèles aux plans tangents principaux sont des para- 
boles. 

© SECOND cAs PARTICULIER. ROr est une section curcu- 
laire dans l’ellipsoide a'b'c'; OR, Or deux diamètres 
rectangulaires, et par conséquent 

ORi== DA 
Mais 
OR OP K:2:#007: 

donc 
4 EN he à À 
(Voir ci-dessus.) Ainsi OS est donné de grandeur et de 
position ; car il est perpendiculaire au plan ROr:. Un plan 
mené par S perpendiculaire à OS est tangent au biaxial 
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abc du point T, et ce plan tangent, parallèle à ROr, reste 
le même, quelle que soit la position du système OR, Or 
dans son plan circulaire ; maïs le point'F varie: car le plan 
ROS, dans lequel se trouve T, change avec OR. Donc le 
point T décrit une courbe de contact sur le plan tangent, 
et cette courbe est un cercle passant par. 

En rapportant la même considération au biaxial a'b'c’, 
on trouve l'inverse : le point nodal se change en cerele et 
le cercle en point nodal. 


S. La section faite dans une surface biaxiale par un 
plan principal de l’ellipsoïde est généralement un cercle 
et une ellipse. Si la section est faïte par le plan bc, le cercle 
est dans l'intérieur de l’ellipse; si la section est faite par 
ab, le cercle est hors de l’ellipse; et par le plan ac, le 
cercle coupe l'ellipse. 


Surfaces apsidales. 


Les surfaces biaxiales sont un cas particulier des surfaces 
apsidales. 


9. G est une surface, O point fixe origine; par O me- 
nons un plan coupant la surface G suivant une courbe, et 
par ce même point élevons une perpendiculaire au plan 
coupant; sur cette perpendiculaire prenons des lon- 
sueurs g à partir de O, égales aux normales menées de O 
sur la courbe. Le lieu des points aïnsi déterminé est une 
surface apsidale dont O est le centre, car les longueurs 
se portent en deux sens. 

Tuéorbms. 97 l’on mène des plaris tangents à deux 
points correspondants À et a sur la surface G'et sur la 
surface apsidale correspondante, ces plans tangents sorit 
perpendiculaires l’un sur l’autre et au plan AOaà. 

Taéonëme. Les surfaces apsidales engendrées par 
deux surfaces réciproques sont des surfaces réciproques. 

Ann, dé Mathémat:, t. XIV. ( Maï 1855.) II 
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Exemple. Si G est une sphère, la surface apsidale est 
une surface de révolution. 








SOLUTION D'UN PROBLÈME SUR LE TRIANGLE RECTILIGNE : 
Par M. Juzes VIEILLE. 


———" 


Étant donnés de position le centre À du cercle cir- 
conscrit à un triangle, le centre B du cercle inscrit, le 
centre de gravité G de l’aire et le point de rencontre C 
des trois hauteurs, on peut se proposer de résoudre le 
triangle. On sait que trois de ces quatre points A, GetC 
sont toujours en ligne droite et que la distance GC est 
double de AG. Il en résulte que la connaissance des dis- 
tances mutuelles des quatre points n’équivaut qu’à trois 
conditions distinctes. 

Euler a montré (Mémoires de Saint-Pétersbourg, 1956) 
comment le calcul des côtés du triangle, en fonction des 
distances mutuelles de ces points , se ramenait à la réso- 
Jution d’une équation du troisième degré. L'analyse d'Eu- 
ler a été reprise avec d’utiles développements par le sa- 
vant directeur des Nouvelles Annales (1. 1, p. 79). 

Le but que nous nous proposons ici est plus restreint. 
Nous supposons que le centre B du cercle inscrit soit placé 
sur la ligne droite qui contient déjà les trois autres points, 
et, dans ce cas particulier, des considérations très-simples 
nous fournissent pour les côtés des longueurs construc- 
tibles avec la règle et le compas. 

Voici donc l’énoncé de notre problème : 

On suppose que le centre B du cercle inscrit à un triangle 
MNP soit situé sur la droite AGC qui joint le centre A 
du cercle circonscrit, le centre de gravité G, etle point 
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d'intersection € des trois hauteurs, On donne de plus les 
distances AB=— f, BG — z. | 
On propose de calculer les longueurs des côtés du tri- 
angle, et de construire les valeurs fournies par le calcul. 


Fio 1: 





Solution. Démontrons en premier lieu que Le triangle 
MN P est isocèle. Il est visible que la bissectrice MB passe 
par le milieu K de l'arc PN, et que la droite AK ren- 
contre le côté PN en son milieu I, situé sur le prolonge- 
ment de MG. De plus MC et AT étant parallèles comme 
perpendiculaires à PN, on a la proportion 


MC _ GC 
AL 7 rAG: 


et comme on sait que GC est double de AG, on en tire 


MC — 2 AI. 
De même : 


NC = 3AH, 


H désignant le milieu du côté PM. 

Ceci ne suppose pas que le centre B du cercle in: 
scrit soit sur la droite AGC. Si maintenant nous avons 
égard à cette condition, les triangles semblables MBC, 


1}. 


( 164 ) 


ABK nous donneront la proportion 


MC BC 
ARITVAR. 
d’où 
AK .BC 


mais si l’on avait considéré, au lieu de la perpendiculaire 
MC qui répond au côté PN, la perpendiculaire NC qui 
répond au côté PM, on aurait eu une proportion qui 
n’eût différé de la précédente que par le changement de 
MC en NC. On conclut de là 
MC — NC, 
et, par suite, 
AI = AH. 

Mais AI et AH sont les distances du centre À aux deux 
cordes PN et PM. Donc ces cordes sont égales et le trian- 
gle MNP est isocèle. | 

La droite des centres AGBC, ayant deux points À et € 
équidistants des sommets M et N, se confond donc avec 
la perpendiculaire élevée sur le milieu de MN; et, par 
conséquent, elle passe par le sommet P du triangle isocèle. 

Il faut bien remarquer que le raisonnement par lequel 
on vient de prouver que MC = NC, ne s'appliquerait pas 
à la troisième hauteur PC. Car les points À, G, B étant 
situés sur cette droite, les triangles semblables, analogues 
à ceux dont on vient de faire usage, s’évanouiraient. 

Maintenant, connaissant f et h, proposons-nous de 
calculer les côtés PN — a, MN — b. 


Soit R le rayon du cercle circonscrit ; on a 


MC=—=2'AI — 2 VAE 


ARTEURS 
AB a ee 
BC — 5AG— AB —53(f-: 4) — f—2$f = 51% 
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Ces valeurs, substituées dans la proportion 
MC BC. 
AREAAD. 
donnent 
4R'— a (2/—3h) 
RUE RE CRIER 
d'où l’on re 
TPRATAT CAR) 
2 ——— 


(1) F3 Re: 


D'ailleurs on a 


égalant ces deux expressions de PG, il vient 
(2) a — 3R(R+Ÿ— A). 


L’élimination de R entre les équations (1) et (2) fait 
connaître a : 


FV3R(AS—3h) 
3h — f { 





— 


les mêmes équations donnent aussi cette valeur remar- 


quable de R : 


Pour achever de déterminer le triangle, il faut calculer 
le côté b. À cet eflet, remarquons que la bissectrice MB 
divise aussi en deux parties égales l’angle AMC, puisque 
les angles BMC, BKA sont égaux comme alternes-in- 
iwrnes, et que BKA est égal à AMB à cause de l’isocé- 
lisme du triangle MAK. On conclut de là que les angles 
CMQ, AMP sont égaux. Les triangles isocèles MCN, 
MAP sont donc semblables, et l’on a entre les côtés homo- 
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logues , 


b MC 
4 MA 
Mais 
MC. NBC 2/52 
MA SAS UN 
donc 
b. af—38% 
Re 
d’où 
DAS LSE 
b= a 1%, 
enfin 


,_C/—34)V8n(4f 37) 
3h—f 
Ces formules se construisent sans difficulté par moyennes 
et quatrièmes proportionnelles. Elles supposent f << 3, 
autrement les valeurs de a, b, R, seraient HÉGAUNE 
La condition f << 3h équivaut à celle-ci : PA 4 


A Eee À mn 5 
h «Tiæ; 


d’après la proportion établie plus haut. Ainsi les formules 
précédentes répondent au cas où les côtés égaux du tri- 


ou encore 


angle isocèle MNP sont plus g ands que la base, ce qui 
a lieu dans la fig. 1. | 
Dans le cas contraire (fig. 2), les quatre points A, G, 
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B, C, quoique se succédant toujours dans le méme ordre, 
sont disposés inversement par rapport à la base, L’équa- 
tion (1) ne change pas; mais l'équation (2) devient 


at = 3R(R+A—- SF). 


Il en résulte un simple changement de signe dans le dé- 
nominateur commun des valeurs trouvées plus haut pour 
a, b, R: il fautécrire (f — 3h) au lieu de (3h — f); et, 
en effet, on a dans ce cas f >> 3h. 

Si l’on supposait f — 3h, les formules précédentes 


: . A 
se présenieraient sous la forme Re cependant la propor- 


tion 
bof 3h 
FE CN 
donne alors 


a = b, 


Pour interpréter ces résultats, remontons aux équa- 
tions (1) et (2). Elles se réduisent, dans l’hypothèse 
SR A 

DDR, dd 3R(R+2/): 


équations contradictoires, à moins que l’on n’ait 


D 0 
et, par suite, 


s PE O 
S'il en est ainsi , les deux équations s'accordent à donner 
a=R V3, 


valeur qui appartient au triangle équilatéral, etle rayon R 
reste indéterminé. 

En effet, on sait que dans tout triangle équilatéral, 
les quatre points À, B, G, C sont confondus en un seul. 
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En résumé, selon qu'on aura 
F LB T'ON, 
le triangle isocèle aura son côté plus grand ou plus 
petit que sa base : on ne saurait avoir f — 3 L, à moins 


que les distances f et h ne soient nulles, auquel cas le 
triangle est équilatéral, et son côté reste indéterminé. 





QUESTION SUR UN JEU DE CARTES. 





(CRELLE, t, XEIV, p. 318; 1852.) 





1. Soient m et 7 deux nombres impairs, 
M2 PTS EEE MEET; 


et soient mn objets différents, des cartes par exemple, dé- 
signées par C4, Cas Cape. Con l'éUNIES dans un paquet el Où cz 
occupe la A” place ; allant de gauche à droite, metionslesr 
premières cartes à côté les unes des autres, ci,c:,C3,...,0,3 
ensuite plaçons la n + 1°"° carte sur c,, la n + 2°" 
carte sur C>, elC.; continuant de même, on aura z pa- 
quets de m cartes chacun. Considérons une certaine carte 
c, où k est un nombre donné; cette carte est dans un pa- 
quet de rang que nous désignons par r, et y occupe la 
place s,; on réunit de nouveau tous les paquets, sans 
mêler les cartes, mais en plaçant le paquet r, au milieu, 
de manière qu'il y ait g paquets au-dessus et g paquets 
au-dessous. On recommence la même distribution ; alors 
c, sera dans le paquet de rang r, et y occupe la place s, ; 
on réunit de nouveau les cartes en un seul paquet, mais 
en plaçant le paquet, au milieu, et ainsi de suite : de sorte 
qu'après la #*”* distribution, c, est dans un paquet 
désigné par r, et y occupe une place s,. On demande quelle 
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valeur il faut donner à £ pour que s, soit égal à p, c’est-à - 
dire pour que la carte c; soit au milieu du paquet. 
Lorsque £ est connu, on a un moyen de deviner une 
carte pensée. Ordinairement on faitm = 9, n —3 ; alors 
ie PU 








NOTE 
Sur les cercles des rapports tangentiels et leurs relations avec les axes 
radicaux et les cercles tangentiels ; 


D'après M. I.-I. WILKINSON. F. R. A.S. 
Nous ne rapportons que les énoncés : 
Étant donnés deux cercles de grandeur et de positiort 
et de rayons r et R, st d’un point P on mène aux cercles 


PI 
r et R les tangentes PI, PV, telles que py —P= const. 


le lieu du point P est un cercle M: c’est celui des rap- 
ports tangentiels; si p — un le lieu est le cercle de simiki- 


tude O des deux cercles r et R; lorsque p = 1, Le cercle 
des rapports tangentiels devient l'axe radical des cercles 
r et R ; les trois cercles r, R ef M ont le méme axe radi- 
cal. 

Quant aux-propriétés résultant de cette relation, 
M. Wilkinson dit qu’on peut consulter le chapitre XXX 
of M. Chasles’'s admirable Traité de Géométrie supé- 
rieure, pages D13-532. 

Dans cet opuscule de huit pages, on cite les ouvrages 
périodiques suivants, nullement connus sur le continent : 
Grentelmen’s Diary, Mathematical Companion, Boston 
Enquirer, Library of Useful Knowledge. Les géomètres 
cités sont : John Gough, mathématicien aveugle de Ken- 


(LEO) 


lalf, Richard Nicholson de Liverpool, M. Lowry, James 
Cunliffe de Balton, Butterwerth, Harvey, Eyres, Davies 
(mort), Morton, J.-H. Swale (mort). Tous ces géomètres 
se sont occupés des axes radicaux, des cercles de simili- 
tude, etc. ; on cite aussi les Loc plant et de Porismatibus 


de Simson, et Geometrical analysis de Leslie. 














SOLUTION DE LA QUESTION 278 (JACOBI) 


(voir t. XII, p. 200); 


Par M. BRIOSCHI, 


Professeur à l’Université de Pavie. 





En posant 
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(1520) 
les équations des deux ellipsoïdes, à cause des notations 
ci-dessus, reçoivent la forme 
Az +By'+Cz3+2D y 2E x +2E yz—#, 
A,x?-+B, y°+ C7 + 2Dzy +2E;xz + 2F, yz=— #7. 
Ces deux ellipsoïdes sont égaux lorsque les coefficients 
des mêmes puissances de 9 dans les deux équations sui- 
vantes sont égaux : 
| A—9 D NE AE OS D, : - E, 
D B—0 . Me 0 D,. D Gt | 20. 
E F C — 0 E, F, GC; wa a 


ou lorsqu'on aura 
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La première de ces équations est évidente. Pour vérifier 
Ja seconde, j’observe que, par un théorème connu, on a 
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et que, par un autre théorème, on a 
—R 7 —R 
é B [EE = Le 
par conséquent, 


DB R'(c + ci + ci). 
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ne 





On trouve de même | 
+ = nb + +6), 
h Q = PUai+ a! +4; ); 
Jon EM +) 
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EU. 


expressions qui vérifient la seconde équation. La troisième 
est vérifiée tout de suite en carrant l'équation (1), et, en 
exécutant le carré par ligne et par colonne (*), on aura 


ainsi 
ADE | À, D, E, 
RÉ DBF EE. D, B: F, 
EF C E, F C, 


ee en 





RELATIONS DE DISTANCE ENTRE DES POINTS; 
Par M. BRIOSCHI, 


Professeur à l'Université de Pavie. 





Notation. Désignons par #,. le carré de la distance des 
deux points désignés par &,, a,, de sorte que 
M iranél 0: O0, 
1°. Trois points en ligne droite. 
| Aus AS is A 
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élr! 


++ 


est mis pour Ja symétrie. 
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29, Quatre pornts dans un plari. 


iris Aios 39 Ars À 
Ans Ag2s A3 Anis 
dis Ag2o As5o Asus A OS OR PE he AE ON 
Air dis Aiss Axis À 


3°, Cinq points dans l’espace. 


dis Mi, iso Mig dis 
Ans Aus As5o Ayo A5 1 
Anis Oo Asso Agios Ass 1 | 
= 0; CENT EE MAR" 0: 
Ass Ajoy iso Ag, iso À 
Asis sos Asso 555 Aisa 


LA ANS PCR ROUE RSS CE CET 


Les barres désignent des déterminants. Ces valeurs ne sont 
pas nouvelles { Carnot); la nouveauté est dans la forme. 

Note du Rédacteur. Les déterminants forment au- 
jourd’hui une théorie importante , féconde, indispensable 
dans l’Algèbre, la Géométrie et la Mécanique élémen- 
taires et supérieure. De toutes parts, les professeurs de- 
mandent un ouvrage qui donne cette théorie et ses prin- 
cipales applications. L’Angleterre possède depuis quelques 
années un tel ouvrage, et M. Brioschi a publié l’an der- 
nier un Zraité sur les Déterminants qui renferme tout 
ce qu'on peut désirer. Cet ouvrage étant de niveau avec 
tous ceux qu'on a écrits sur cet objet et les dépassant 
même en quelques points ; M. le professeur Combescure 
en a fait une traduction qu'il a bien vouiu me commu- 
niquer. Fidélité, élégance, éclaireissements, rien ne 
manque à ce beau travail, dont la publication très-pro- 
chaine satisfera à un devoir universitaire. 


TABLE DES VALEURS RELATIVES AU CERCLE. 


(voir tome XII, page 302). 





Log. Colog. 
mr —3.14159 26535 #07 0.497914 98726 9413 9.50285 ab 0587 
7 T = 0.780589 81633 97448 | 6.89508 98813 6617 0.10491 01186 3383 
3 7 —= 0.923509 87755 98299 9-71899 86223 1049 0.28100 13776 8951 
+ 7 —= 4.18879 02047 86391 0.62208 86093 0243 9:37791 13906 9757 
6 Log. Colog. 
V: — 1.24070 09817 99700 0 09366 71258 9650 9:90633 28741 0350 
Vr = 1.46459 18814 91298 0.16571 66242 3138 9-83428 33757 6862 
Vr = 1.799245 38509 05516 0.24857 49363 4707 9-79142 50636 5293 
r°— 9.86960 44o1o 89359 -0.09429 97453 8827 9-00570 02446 1173 
CA r— Ra l-00007 66802 93493 1.49144 96180 8240 8.50855 03819 1760 
a Log. nép. de x 1.14472 98858 494oo0 | 0.05870 30212 3982 9.904129 69787 6018 
eZ | Log. Colog. 
19 — 01745 32025 19934 29577 RO — à 29577 1.799812 26324 0917 8.924187 73695 9083 
1” — 00029 08882 08669 72166 R—= 3/39 74677 3.53627 38827 9282 6.463792 61192 0718 
1” — 00000 48481 36881 09530 R" — 206264" .80624 5.31442 51331 7646 4.68577 48668 2554 
RÉ PO00PA TA TE 52166 43041 RS, — 13750. 98708 4.13833 38741 2078 5.861606 61258 70922 
LS — 15”. 
Log. Colog. 
sin 19 —,0.01745 24062 17275 54 1 8.24185 53184 1831 1.795814 46815 8169 
sin 1 — 0.00029 08882 04563 4246 6.460372 61110 8248 3 53627 38889 1792 
sin 1” — 0.00000 48481 36811 07636 68 4.685797 48668 2184 5.31442 51331 7816 
tang 1” — 0.00000 48481 36811 15233 63 |  4.68577 48668 2694 5.31442 51331 7306 
sin 18 — 0.019570 73173 11820 67675 4 8.19610 20172 3855 1.80389 joe 6145 
sin 1 — 0.00015 70732 03392 56521 5 6.19611 98792 4419 3.80388 01247 5581 
sin 1° — 0.00000 15507 96326 79425 07 4.109611 98770 2997 5.80388 01229 7003 


3609 — 129f00” 6.11260 50015 3/57 3.883739 49984 6543 
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NOTE SUR LE SENS DES HÉLICES. 


2 —— ——— 








4. Nous supposons que l’hélice est décrite par un point 
qui se meut sur üne droite parallèle à un axe fixe vertui- 
cal autour duquel elle tourne. Si un spectateur est placé 
dans l’axe, la tête vers le zénith, il voit passer la droité 
mobile devant sa face, ou de gauche à droite (GD), ou de 
droite à gauche (DG); le mouvement de progression du 
point mobile peut avoir lieu du zénith vers le nadir (ZN) 


ou du nadir vers le zénith (NZ); de là quatre sortes de 


mouvement : GD, ZN; GD, NZ; DG, NZ; DG, ZN. Il 
est évident que les deux mouvements GD, NZ et DG,ZN 
désignent la mème hélice; de même GD, ZN et DG, NZ. 

L'hélice GD, ZN est dite dextrorsum et l'hélice GP, 
NZ est dite sénistrorsum. A vitesses égales les deux hé- 
lices sont symétriques, douées de propriétés d'égalité et 
non de superposition. 

On ne construit que des vis dextrersum pour faciliter 
le mouvement naturel de la main droite. En donnant à 
ces vis le mouvement de rotation GD, elles prennent le 
mouvement de translation NZ, c’est-à-dire de haut en 
bas, ou en avant. En imprimant à ces vis le mouvement 
de rotation DG, elles prennent le mouvement de trans- 
lation NZ, c’est-à-dire de bas en haut ou en arrière. Car 
les deux hélices GD, ZN et DG, NZ sont identiques. 
Dans les plantes grimpantes, chaque espèce décrit une hé- 
lice déterminée, par exemple l’hélice du houblon est 
dextrorsum et celle du haricot est sinistrorsum (*). 

L'hélice apparente annuelle que décrit le Soleil est dex- 


(*) Les bouts d’essieux sont taraudés pour recevoir des écrous qui, 
pressant contre les moyeux, maintiennent la roue. Le bout de droite a une 
vis dextrorsum et le bout de gauche sinistrorsum, afin que dans la marche 
sa avant les moyeux frottant contre les écrous ne les dévissent pas. 
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irorsum depuis le solstice d’été jusqu'au solstice d'hiver, 
et simistrorsum du solstice d'hiver au solstice d'été, le 
spectateur étant l’axedel’hélice, la tête vers Le pôle boréal, 

2. Lorsque l'hélice est plane, elle est ou une courbe 
fermée ou une spirale. Soient un point A situé dans l’inté- 
rieur et ZAN une perpendiculaire élevée en A sur le plan. 
Un spectateur placé en AZ, ayant la tête en Z, verra le 
poini décrivant passer devant lui de G en D ou de Den G, 
et le mouvement sera désigné par GD, dextrorsum, ou 
par DG, sinistrorsum. Si un second spectateur est 
placé en AN, la tête en N, il y a inversion; le mouvement 
GD du premier devient DG pour le second. Ainsi placé 
au pôle boréal , la Terre tourne pour lui dans le sens DG 
et au pôle austral dans le sens GD. Dans la théorie des 
couples, on convient de porter sur l’axe AZ la valeur du 
couple qui, pour le spectateur AZ, tourne dans le sens 
GD ou dextrorsum, et sur AN la valeur du couple DG; 
il en est de même pour un spectateur AN ; le couple GD 
est porté sur AN. En effet, le GD du spectateur AN est 
DG pour le spectateur AZ, on doit le porter sur AN. On 
voit donc que de quelque manière que le spectateur soit 
placé relativement au plan du couple, en dessus ou en 
dessous, le sens du couple est toujours représenté par la 
même portion de l'axe. Il n’y a jamais ambiguïté. 

3. Un spectateur placé dans l’intérieur de l’orbite de la 
Terre, à un foyer par exemple, la tête vers le pôle boréal 
du monde, voit cette planète tourner autour de lui dans 
le sens GD, ce qui est le sensinversedes signes. La paral- 
ièle à l’axe terrestre menée par ce foyer décrit un cône bou- 
clé autour de l’axe, position du spectateur, par rapport 
auquel ce mouvement s'exécute dans le sens DG; c’est 
aussi celui de l’intersection de l’équateur avec l’écliptique, 
ou le sens de la précession des équinoxes. Sur un cadran 
horizontal la marche de l'ombre est GD. On sait d’ail- 
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leurs que cette ombre est la ligne d’intersection de la sur- 
face du cadran avec le cône qui a pour sommet l'extré- 
mité du style et pour directrice l’hélice annuelle du Soleil. 
Chaque spire de cette hélice étant sensiblement un cercle, 
la partie diurne de l’ombre est, dans nos latitudes et sur 
un cadran plan, sensiblement une portion d'hyperbole, 

4. .Coquilles gastéropodes. On sait que ces coquilles 
sont des surfaces hélicoïdales. Supposons la coquille dans 
sa position normale, celle qui a lieu dans le sens de la 
progression. Le sens de l’hélice est généralement dex- 
trorsum et de même l'ouverture. I y a une exception qui 
fournit un caractère générique. 

On connaît l'importance du sens des hélices dans les 
courants éleciromagnétiques et des déviations dextrorsum 
ou sinistrorsum des plans de polarisation. 

5. Le mouvement hélicoïdal est le seul qu'on rencontre 
dans la nature, parce qu'il est le résultat de l’action de 
couples. Toute force qui ne passe pas par le centre de 
“gravité d’un corps engendre un couple ; or le nombre des 
points d’un corps est infini et le centre de gravité est un 
seul de ces points : par conséquent, il y a à parier l'infini 
contre l’unité que la force ne passe pas par le centre de 
gravité et qu'il y a couple et hélice; ainsi le mouvement de 
tout corps céleste, sans excepter les soleils, est nécessaire- 
ment hélicoïdal, formé de progression et de rotation. Ce 
mouvement est décrit avec clarté et précision dans l’excel- 
lente Cosmographie de M. Faye, production d’un savant 
compétent, astronome pratique et dont l'ouvrage, d’une 
étude attrayante, ne saurait être trop recommandé. On y 
a adopté (il n’y aurait pas eu d’inconvénient à le dire) la 
méthode de Lacaille, qui consiste à partir des mouve- 
ments réels pour venir aux mouvements apparents, marche 
rationnelle et qui facilite tout. Car le système du Polonais 
Copernic, qui répugnait encore à Pascal comme jansé- 

Ann. de Mathémat:, t, XIV. (Mai 1855.) 19 
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niste, est aujourd’hui du domaine public, et le système 
de Ptolémée est repoussé même par le vulgaire. Toute- 
fois, il règne encore dans l’histoire, c’est-à-dire que 
nous nous persuadons toujours que le genre humain est 
le pivot, le centre de tous les événements passés et à ve- 
nir et que le sort de l’univers est lié à celui de l’homme; 
inspiration de l’orgueil, mauvais logicien , qui sur mille 
nous trompe neuf cent quatre-vingt-dix-neuf fois, dans 
les appréciations individuelles et générales. 


THÉORÈMES 
Sur la disparition des rectangles dans les fonetions homogènes entières 
quadratiques à 72 variables, applications géométriques 
aux lignes et surfaces du second degré; 
D'arrés M. O. HESSE, 


Professeur à l’Université de Konigsberg. 





(CRELLE, t. XX, p. 285; 1840.) 


a ———————— 


1. Notation. Etant données les n° variables x, x», 
Lin x,, Ie Symbole > ape .æ, signifie qu'il faut 


donner à x et à À toutes les valeurs de la suiter1,2,3,...,n, 
et poser 


D'après cette convention, un rectangle aura pour coeffi- 


n(n+1) 
2 


cient 2; ainsi le symbole renferme 


1(n—1) 


. 2 72 | 
voir 72 carrés €t Rp 67 


termes, sa- 


rectangles. Prenons, par exem- 


ple, 2 = 3; alors le symbole désigne la fonction 
ii es 1e An, 1 A3 T° 24 lils + 203 L ls + 2 3 lol; 


car 
dir —= dus. ds = Asie 


nt DE “© ju 
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Soient 7 autres variables y1, ÿ:,..., y,, écrivons 
() 2, y ++ tai, 


et donnant à À les valeurs de la suite r, 2, 3,..., n, on 
obtient 7 équations de relation entre les variables x et 
les z variables y, dans lesquelles entrent n° coefficients, 
et où LA? est le coefficient de la variable y,. Si n —3, 


on a à 
TZ X x) y, + 2®) ÿr Ha 73, 
NC U + 2) ps + 2 7, 
3 x) y, + 20) 72 + 20) 7. 

2. Bubsitif les valeurs de x, tirées des z équations (1) 
dans à fonction 


Di tune, 


on obtient une fonction quadratique entière homogène 
en y. Si l’on donne aux n° coeflicients indéterminés x\r 
des valeurs telles, que les rectangles disparaissent, on 
aura 


(2) Da 1er LD Ps Se ef 1F G;7; ju PSE Gr: , 


et ces équations de condition 


(l 
Ne don 4 a ane 
Co OR ANUETS | 





Or PRE FA 4 a PL RE En ee. OR RS 
&. dx) LR dx\4) #1 
(3) 
d a . æ1) x) 
(p) je TX 
xt? de 
re 1 d dx) é 
n 
#4 5 AN | 
(é G= Ya rai; 
en donnant dans (3) àpet q les valeurs diverses de la 
k x n(n—1),, à 
suite 1, 2, 3,..., 2, on obtient ———, — équations entre 


1 12, 


. 
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tes »° coefficients x{”) qui expriment que les rectangles 
ont disparu. En effet, la substitution faite, ordonnons ce 
qui multiplie le Ra Y» Ya d'après les coeflicients 
x), xPr,..., xfP), alors x) sera multiplié par 


2 4120) + GX) +..,.+a, xt); 


1217 


c6orei) n qui peut se mettre sous la forme 


d UE tré 9) x ii 


Re, + FES 
en donnant à x toutes les valeurs de la suite 1,2, 3,..., ». 
De même, pour ce qui multiplie x}, ete., on est ainsi 
amené au système (3). Pour 7 — 3, on a 


aWa, x + a, x + a, x] 
+ 4 a, x + ax 2) + ax xQ)] 
+ 20 [as aQ + an29 + 4322] —0, 


et une seconde équation en changeant les indices supé- 
rieurs 1 en 2 et 2 en 3, et laissant les indices inférieurs, 
on déduit de mème une troisième équation de la se- 
conde. 
Les 


nñn\rè — 1] \ , e + r … 
équations (3) renferment n° indétermi- 
nées; par conséquent on peut donner des valeurs arbi- 


. « ñ na +1 . r e , 4 4 
traires à LE de ces indéterminées ; les 7 équations (4) 


donnent les 7 valeurs de G.,. k 
Il est évident que les équations (3) ne changent pas en 
remplaçant p par g, et vice versd. 
Prenons n nouvelles variables y,,:, Vire Van set 
établissons la relation suivante entre les x et ces va- 


riables 


( 5) à ae a pr APT e æ dé Fnii Tia va D Jan, 
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et À prenant toutes les valeurs de la suite T, 2,5 7; 


substituant ces valeurs dans la fonctions Ya TT 
. # # 


et faisant disparaitre les rectangles, la fonction se ré- 
duit à 


2 


SE Gn+ Tan — Ga Vars — > PERS G TRATE 
et l’on a comme ci-dessus : 
d er 
d >: 4, } AR 1) A LA 
(u+p) 
© EORRETEE Pr 
; PACE 
ÿ | (4-4) : (n4-q) 
TA d TT L) 
(6) \ Er NE L L 
2 deU+n "e 
A (+4) (a+) 
d a, 1%, x; 
4 (n+p) 
A AT RS TR Me 2 è 
az dxt+a) 
n 


+4) 1 ) 
(7) — Gu = Das aa as; 


mettant à la place de p et q les diverses valeurs de la suite 


r . ñn 22 = I , . . 
1419307. 0n obtient es équations de condi- 


tion. 
Or les {7 —1) équations (3) et (6) renferment les 
n(n — 1) n(r +1) 
—— constantes &,, ); ou plutôt les ‘ ART ADI 
2 
ports entré ces constantes et l’une d'entre elles; élimi- 


. … (R—1)(2r—2)" 
nant ces constantes, oh obtient" équations 


entre les 2 2° coefficients x{'), x°,..., x$}; mais nous 


allons voir que ces équations peuvent être remplacées par 
d'autres plus symétriques et n’exigeant pas autant d’éli- 
minalions, 


3 


| 103) 
3. À cet effet, si des équations (1) nous déduisons 
vice VErs&, 
(8) Y,= x? TL + x EE AT y — x pee 
on a 
10x00 0 x 0) 
ns 0 = 2 2x0 PROS ES 


(1) (1) (2) +7 (2) OPA C 
ra XUE 20) RÉ RON ORNE 
Hg rit ) g(n) 
+2, X, +, X) ART X, e 


On obtient les deux premières équations en plaçant les 
valeurs des x déduites de (1) dans l'équation (8), et les 
deux dernières en plaçant les y déduites de (8) dans l’é- 
quation (tr). 

Mettant la valeur de a dans l'équation (2), on ob- 
tient 
(10) 4, = GX XŸ + GX XŸ +... + G, XU X0), 


ayant égard aux équations (9), on trouve les 7 équations 
suivantes : 


| aux) + aua) +... + ana) — GX), 


an AP + ans +... + an = G,XP, 


( 


(un) 
| Ans LP) + Ans EP) + 24 + dun EN = Gp X n°. 


On tire de ces équations : 


x{P) 
RE nu KP no KP Au KO 
P 
rP) 
See A, XP) + A3,2 XP) + Sr 14 A;,n X(P), 
(12) À Gr | 
4\P) 


— A; XP) + nr X(P) + RE © AE X(P), 
T p 
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où les À sont des fonctions des a et l’on à aussi A, ; = A),;; 
ces équations sont représentées par celle-ci, 
me) 
2 À,, XP) LAS: RP)... LA, XP, 
G» 
en donnant à x les valeurs de la suite 1, 2, 3,..., n. 


Si nous multiplions cette équation par nie , et donnant 


à p les valeurs 1, 2, 3,..., n, on obtient 7 équations, dont 
l'addition donne 





3 70 x 2 re ME x" 
I AG CR Li; piton: 
(3) ie Gi G; ESA 
la formule (5) fournit de même 
PE mou al Ps 2) 
À = —©° + —— +... 
Gr Gn+2 
(14) à (an) _(2n) 
X, Tr) 
4 ———— ; 
Gr 
ajoutant, on a 
(1) (1) (2) (2) (Sn) (eu) 
T TL L v A TL TL 
(15) LL FR PRO EEE es 
G, CG Go 


En donnant à et à À toutes les valeurs égales et diverses 

R : nr ET) ; ÿ 
de la suite 1, 2, 3,..., 7, on obtient Bart) équations 
; 2. 

?» sr è 0 (x) (n+ x) ] 
symétriques, entre les coefhcients x\°x, et les quan- 
uités Guy, G,..., Go, éliminant ces 22 quantités, qui 
tiennent lieu de 272 — 1 rapports, on parvient à 
CRT 2) Ge) 

2 2 
qu'on obtient également comme on a vu ci-dessus par 


équations entre les coeficients x)’, etc; 
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l'élimination des constantes entre les équations (3) 
et (6). 

Il est facile de voir que des équations (15), on peut re- 
venir aux équations (3) et (6); il suffit de décomposer 
l'équation (15) en deux autres de la forme (13) et (14); et 
ilya Dur de ces décompositions. Posant en- 

CHAN ST: 72) 
suite les équations (9), on dérive de l'équation. (13) les 
équations (12), lesquelles résolues suivant XP), X(, etc, 
donnent les équations (1 1) ; d’où l’on déduit facilement les 
équations (3) et (4). On dérive de même les équations (6) 
et (7) de l'équation (14) et les constantes de la fonction 


Da) x, x) sont tellement disposées dans les équa- 


tions (3, 4), (6, 7), qu'on peut facilement a leur aide re- 
1,238 00 
2 (E 20 MN 
fonctions, d’où dérivent deux systèmes d'équations (3), 
(6) qui peuvent remplacer l'équation (15) ; par exemple, 


. . a: e 
tablir la fonction d'a, x, X). Il existe donc 


on peut prendre 


(4) (D (2): (2) 
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4. Si l'on multiplie les équations (15) par la constante 
b,,1 et donnant à et À Les valeurs égales et diverses de la 


(2 +1) 


: bou MAN 
suite 1,2, 3,...,2,0nobtient équations, dont la 
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somme peut MP ésentée ainsi : 


SPAS >). 
2m Zoe 


PET DR ER CT + « « 
; AT GR AE G 
(16) 
. (2) (2n) 
DURE Sr 
+ — oo. 
Gr 
n(n +1) 


Il est facile de voir qu'on peut déterminer les à 


coefficients b, 1 de telle sorte que 2n — 1 de ces > s'éva- 


nouissent, et alors le > restant s’annule de lui-même; 


. À . 0 
et comme entre les 2n°? coefhcients LR il n'existe que 


(n — ]1)(2 —2 . ° : 
ire) relations, il s'ensuit que 


7 (e 1)(z 2)__8n+3n 2 
2 2 


2 


de ces coeflicients peuvent être pris arbitrairement. On a 
donc ce théorème. 
TaéoremEe Ï. Socent les on systèmes de valeurs 





1 1 ä 2) (2 d)s 2} m(2 (2 
ee ere) ONE ra z@r roger) 
; £ Co (RTE 2) 
SE ces 2n systemes satisfont aux ; équa- 
2 
; ; Mine À n(in+I 
tions résultant de l'élimination des DORE) constantes 
2, \ 


a, y entre Les n (n—1) équations (3) et (6); si de plus 
2n —1 deces systèmes satisfont respectivement à une 
équation homogène du second degréentre n variables, le 
système restant y satisfera aussi. 
> A? ' . . r ’ . + . 3 » . 

9. Applications géométriques. Soit l'équation du second 
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, . T Lo. 
degré 7 — 3 entre les deux rapports variables cé A 
3 3 


2 2 2 #à- 
An Ti + An ly, + dy, + 2012 Li Pr + 213 Li Ds HF 213 33 — 0: 


Prenons dans le plan de cette conique six points 


20, 20), 40) 20), 20), 20)... 20), 20), 40). 

Supposons que les équations (3) sont satisfaites par les 
coordonnées des troïs premiers points et les équations (6) 
par les coordonnées des trois derniers points. Alors dans 
le triangle formé par les trois premiers points chaque 
sommet est le pôle du côté opposé, autrement les trois 
points sont polairement conjugués ; il en est de même des 
trois autres points. Or, par cinq de ces points, on peut 
faire passer une conique, c’est-à-dire que les coordonnées 
de ces points satisfont à une certaine fonction homogène 
du second degré; donc d’après le théorème I, les coor- 
données du sixième point y satisfont aussi. On a donc ce 
théorème de Géométrie : 

Tuéorème Il. Étant donnés une courbe du second 
degré et deux systèmes de trois points chacun conjugués 
relativement à cette courbe, les six points se trouvent 
sur une autre courbe du second degré. | 

Observation. Si l'on convient de donner à ce triangle 
le nom de triangle polaire, le théorème s’énonce ainsi : 
les six sommets de deux triangles polaires relatifs à 
une méme conique sont sur une seconde conique (*). 

Ce théorème est dù à M. Chasles. 


Taéonkme III. Six points étant situés sur la méme 
conique, si l’on partage ces points d’une manière quel- 
conque en deux systèmes de trois points, les deux sys- 


(*) Cette observation n’est pas de M. Hesse, 
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1tèmes%ont des triangles polaires relativement à une cer- 
taine courbe du second degré. 


Le partage peut se faire de dix manières. 

Étant données cinq paires de points conjuguées à la 
même conique, celle-ci est donnée. 

TaéorÈme IV. Les six côtés de deux triangles po- 
laires touchent une ligne du second ordre. 

Tuéorème. V. Les six côtés de deux triangles ctr- 
conscrits à la même conique sont deux systèmes de tri- 
angles polaires relativement à une autre conique. 

Étant données cinq paires de droites conjuguées, la 
conique est déterminée. 

Taéorime VI. Deu rc triangles étant inscrits dans une 
conique, üs sont circonscriptibles à une autre conique, 
et vice versà; deux triangles étant circonscrits à une 
conique, sont inscriptibles dans une autre conique. 

Ces divers théorèmes se démontrent à l’aide des po- 
laires réciproques. 


6. Soit 
> ds, ) Ty TL Se 0) 


l'équation d'une surface du second degré; alors » — 4.Les 
coordonnées des deux points p, g sont désignées par 
x(P) x®) xp) z(#) aa) x (4) | 

mettant pour p, g les valeurs diverses de la suite r, 2, 3, 4, 
les six équations (3) expriment que le plan polaire de 
chacun de ces points passe par les trois autres, desorte que 
les quatre points sont polairement conjugués par rapport 
à la surface et sont les sommets d’un tétraèdre polaire(*). 
De même les six équations (6) expriment que les points 





(*, Cette dénomination n’est pas de M. Hesse. 
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5, 6, 7, 8 sont les quatre sommets d’un second tétwaèdre 
polaire. Appliquant le théorème I, on obtient: 

Tafonème VII. Toute surface du second degré qui 
passepar sept sommets de deux tétraèdres polaires passe 
aussi par le huitième sominet. 

Par sept points, on peut mener une infinité de surfaces 
du second degré, n’ayant pas la même courbe d’intersec- 
tion, de sorte que le théorème précédent peut aussi 
s’énoncer ainsi. Les huit sommets de deux tétraèdres po- 
laires peuvent être considérés comme les huit points d'in- 
iersection de trois autres surfaces du second degré n’ayant 
pas les mêmes courbes d’intersection. 

Nous donnons plus loin le moyen de construire ce hui- 
tième point géométriquement. 

L’élimination des coeflicients 4,, des équations (3) et 
(6) donne trois équations de conditions auxquelles doi- 
vent satisfaire les coordonnées des huit points 1, 2,..., 8 
pour être les sommets de deux tétraèdres polaires (n° 2). 
Ainsi, prenantarbitrairementseptdeces pointsle huitième 
est déterminé. Or les douze équations (3), (6) renferment 
neuf équations où manquent les coordonnées du huitième 
point et trois équations linéaires relativesaux coordonnées 
du huitième point; ainsi les neuféquations suffisent pour 
déterminer les coeflicients a), ; et les trois autres équa- 
ions donnent linéairement les coordonnées du huitième 
point. Donc si dans deux tétraèdres polaires sept sommets 
sont donnés, les coeflicients a,,1 sont donnés et la surface 
est déterminée ainsi que les coordonnées du huitième 
point. On a donc ce théorème connu : 

Faéorëme VIIL Toute surface du second degré qui 
passeparsept points pris arbitrairement passe également 
par un huitième point déterminé. (Voir Crelle, tome IIF, 
pages 199, 100 et 20h.) 

Fuéornbme IX. Trois surfaces du second degré 
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ni ‘ayant pas laméme courbe d'intersectionse rencontrent 
en huit points qui peuvent étre considérés comme les 
huit sommets de deux tétraèdres polaires relativement à 
une autre surface du second degré. 

Ces huit points fournissent trente-cinq systèmes de deux 
tétraëdres polaires. 

Taéorime X. Toute surface du second degré qui tou- 
che sept faces de deux tétraèdres polaires touche aussi 
la huitième face... 

Taéoriue XI. T'outesurface dusecondordrequitouche 
sept plans touche aussi un huitième plan déterminé. 

Taéorème XII. uit plans tangents communs à trois 
surfaces du second ordre n'ayant que ces huit plans tan- 
gents en commun peuvent étre considérés comme les huit 

faces de deux tétraèdres polaires relativement à une sur- 
face du second ordre. 

Taéorème XIIL. Deux tétraèdres étant inscrits dans 
trois surfaces du second ordre, n'ayant pas une méme 
courbe d'intersection, sont circonscriptibles à trois autres 
surfaces du second degré n'ayant pas plus de huit plans 
tangents Gr Commun. 


Solutions géométriques de quelques problèmes mert- 
tionnés ci-dessus. 


7. Lemme. Étant données une conique et une droite 
dans le plan de la conique, on peut projeter la figure 
de manière que la droite aïlle à l'infini et que la conique 
devienne un cercle. (Poncezer, Propriétés projectives, 
page 24.) 

8. Lemme. Si dans un quadrilatère complet dont les 
trois diagonales sont aa’, bb', cc', les points aa’ et bb! 
sont deux paires de points conjugués relativement à une 
conique, les points cc’ sont aussi conjugués relativement 
à cette conique. 
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Démonstration. FT A ARS 

MAS. A 

A, A’ points d’intersection de la diagonale aa’ avec la conique. 
B, B' —— bb’ on — 


/ An" ec’ HP LT 


ee S 
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Par hypothèse les quatre points a’ À a À! sontharmoni-" 
ques etde même les quatre points b’B DB’; il faut démon- 
trer que les quatre poinis c’ C c C’sont aussi harmoniques. 
Projetons la figure de manière que la droite a! b’ c' aille à 
l'infini et que la conique devienne un cercle(n°7,lemme) ; 
dans la figure projetée le point a’ étant à l'infini, le point 
a sera au milieu de AA et de même le point b au milieu 
de BB; il faut prouver que c est aussi au milieu de CC; 
or la perpendiculaire élevée en a sur la corde AA’ passe 
par le centre du cercle et est perpendiculaire sur bc paral- 
lèle à A A’; la perpendiculaire élevée en b sur la corde BB’ 
passe aussi par le centre et est perpendiculaire à ac paral- 
lèle à BB’; la perpendiculaire élevée en c sur CC’ est 
perpendiculaire sur ab parallèle à CC’; donc les trois 
perpendiculaires passent par le centre du cercle ; donc c 
est le miliëu de la corde C. AR A? 

9. Ce lemme, l’hexagramme de Pascal, et les théorèmes 
(IT), (IL) ci-dessus sont des propositions liées entre elles ; 
de sorte que deux d’entre elles étant données, on peut en 
conclure facilement les autres. Par exemple, soïent abc, 
a! D! c' deux triangles polaires relativement à la même co- 
nique et p' l'intersection des côtés ac et b! c'; p l’intersec- 
tion de bc et ac’, p'et b sont des points conjugués, car 
ac polaire de b passe par p' et a’ b polaire de p” passe par 
b ; on prouve de même quep et b sont conjugués. Donc,en 
vertu du lemme (n° 8), le point P intersection de bpet 
de D! p'et le point P'intersection de bb" et pp! sont con- 
jugués; donc la polaire de P passe par P’. Mais la polaire 
de P est aa/; donc les trois droites aa’, bb', pp' passent 
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par le même point P’. Ainsi les côtés opposés de l’hexa- 
gone aa/ c' b' bc se rencontrent en trois points en ligne 
droite, savoir aa/et bb’ (le point P'), bceta'c'(lepoint p), 
ac et b'c’ (le point p’); donc l’hexagone est inscriptible 
dans une conique (théorème VI). 

10. Problème. Etant donnés le triangle polaire abc et 
le couple de points conjugués 4” À, b” B, construire les 
polaires de a” et de b”. 

Solution. Ecrivons 




















MOT pd PAPA OT 
Hbe ob | 2 dut | P; bB P: 
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cela veut dire que p est le point d’intersection des droites 
aa/! bb"; que « est le point d’intersection des droites p À 
et bc, et ainsi de suite ; la droite BG” est la polaire du point 
b!' et la droite À &«” est la polaire de a”. En effet, la droite 
acf est la polaire du point b; donc b et B sont des points 
conjugués. Dans le quadrilatère bb” BB, les deux som- 
mets opposés 6 et b”B sont un couple de points conju- 
gués; donc en vertu du lemme (n° 8) les points £'et p, 
extrémités de la troisième diagonale (car l'intersection 
de bb! et 5 B est la même que celle de aa” et bb”), sont 
conjugués. On demontre de la même manière, en consi- 
dérant les lignes ax, a" A, pa’ comme les trois diagonales 
d’un quadrilatère complet, que les points p et &’ sont con- 
jugués ; ainsi æ&’f5’ est la polaire du point p', donc bp ou 
bb! est la polaire de f/; ainsi les polaires de B et de £” 
passent par b”, done B£/ est la polaire de b”; on prouve 
de même que À æ/ est la polaire de a”. ©. Q. Fr. ». 


A. Soient a, b, c, d et a’, b', c', d’ les huit sommets 
, x . . d k « . 
de deux tétraëdres polaires et soit =, | p : c'est-à-dire 


\ 
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que p est l'intersection du plan dbB' ei de la droite aa’. 
p étant sur la droite au’, le plan polaire de p passe par 
l'intersection des plans bcd.b'c'd'; et étantaussisur le plan 
dbb' leplan polaire par le point d’intersection ac.a’ c'd/; 
ainsi ce plan polaire passe par les trois points bed.b'c!, 
b'c'd'.be, a'c'd'.ac. est facile de trouver encore un 
quatrième point de ce plan. En effet, menons les droites 


/ 
pa! et pb'. La droite pa’ passe par a, et soit fr q ; le 
plan polaire de q4 passant par a et le plan polaire de b’ 
passant par a’; en vertu du lemme (n°8), le plan 
polaire de p passera par l’intersection des droites ga/, ab’, 
c’est-à-dire par l'intersection dba'.ab'. Ainsi les quatre 
points d'b'c'.bc, d'c'a'.ca, dbc.b'c', da’ b.ab! sont 
dans le même plan. Donc les deux droites (d’b!c'.bc) 
(d'c'a".ca) ei (dbc.b'c") (da' b.ab') se rencontrent. 
Remplaçons les lettres cab’ c'a'bdd!' respectivement 
par les chiffres 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, alors les deux droites 
(734.61) (745.12), (856.23) (861.34) se rencontrent. 
Mais les huit sommets des tétraèdres polaires peuvent 
être divisés de diverses manières en quatre systèmes de 
points conjugués. Pour trouver les diverses droites qui 
correspondent à ces systèmes, formons l'hexagone 123456, 
et désignons-le par H; par le point 7 et un côté du poly- 
gone, soit 34, menons un plan qui coupera le côté op- 
posé 61 en un point : c’est le point désigné par 934.6r, 
On aura ainsi un point sur chaque côté de l’hexagone. 
Désignons par A le second hexagone dont ces points sont 
les sommets; opérant de mème avec le point 8 sur le 
polygone H, on obtient un troisième, hexagone B, Ces 
trois hexagones jouissent de propriétés remarquables; 
les trois droites qui joignent les sommets des angles op- 
posés de l'hexagone À passent par le point 93 car les 
points (734.61) et (761.34) sont des deux sommets 
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opposés dahs le polygone A; cette droite étant dans les 
deux plans 7934 et 961 passe par le point 7, etc. On dé- 
montre de même que les droites qui joignent les som- 
mets opposés dans le polygone B passent par le point 8. 

Désignons par Ale côté (734.61) (745.21); dans 
l'hexagone À nous avons vu que ce côté rencontre le côté 
(856.23) (861.34), ou B; de l'hexagone B; le côté A, 
rencontre encore le côté B, (834.61) (845.12) : car les 
deux côtés sont situés dans le plan 612; de plus le même 
côté À, rencontre le côté B; (812.48) (823.56) de 
l’hexagone B, car si nousremplaçons l’ordre 12345698 par 
56123487, À, se change en B, et B, en A;. Or À, et B, 
se coupent : donc le côté À, de l'hexagone A rencontre 
trois côtés B;, B;, B, , et vice versä; par conséquent les 
douze côtés des deux hexagones sont situés sur le même 
hyperboloïde. De là : 

Taéorème XIV. S: parmi les huit points d’intersection 
de trois surfaces du second degré(n'ayant pas une courbe 
commune d'intersection), on en choisit six qui forment 
les sommets d'un hexagone H; et si l’on coupe chaque 
côté par un plan passant par le côté opposé et le sep- 
lième point, on obtient ainsi les sommets d'un second 
hexagone À ; opérant de méme dans l'hexagone H avec 
le huitième point, on obtient les sonimets d’un hexa- 
gone B; les deux hexagones À et B sont sur le méme 
hyperboloïde. 

12. Deux des trois hexagones étant donnés, on peut 
construire le troisième. | 

D'abord connaissant À, B, on trouve H; en effet, en 
joignant le sommet (745.12) de l’nexagone A avec le som- 
met (845.12) de l'hexagone B, on obtient le côté 12 de 
l’hexagone H, et ainsi des autres côtés. 

Connaïssant les hexagones H, À, on détermine B. En 
effet, le côté (83 4.61) (845.12) de l'hexagone B, en joignant 

Ann. de Mathémat., 1. XIV. (Mai 1853.) 13 


(194) 

les points d’intersection du plan conduit par le point x et 
la droite (734.61) (745.12) avec les côtés (756.23) 
(761.34) et (712.45) (723.56), et ainsi des autres. On 
voit donc que, pour construire l'hexagone B, il suffit de 
connaître seulement les sept points 1234567 des deux 
hexagones H et À ; l'intersection des trois plans qui pas- 
sent par les côtés opposés de l’hexagone B donne le hui- 
tième point 8. Aïnsi est résolu le problème mentionné 
ci-dessus. 


NOTE 
Sur les valeurs que prennent les racines des équations du 3° et 4° degré 


lorsque le coefficient du premier terme est nul 
(voir tome IV, p. 382); 
Par M. FAURE, 


Officier d’artillerie. 





La méthode que j'indique ici est celle que l’on suit or- 
dinairement pour le second degré. Je suppose que le lec- 
teur a sous les yeux l’article d’'Eisenstein où il traite de la 
résolution générale des équations des quatre premiers 
degrés (tome VIII, page 110). 

1. L’équation générale du troisième degré 

am + 362 3x F4 0 
donne 


x—-—[— b+ ÿ(x) + Y(B)], 


a 


He =[— b+ p(a) + pY(B)} 
XL —= = [— d + ph(x) + pp(8)]. 


On a d’ailleurs , d’après l’article cité, 


2=— b += ale(c) — ad + 3be]; 
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nous écrirons simplement 


ax —— b À k; 
k contient ainsi «a en facteur. On aura alors 
} 
Ÿ (a) — b M ES 3 EYTIRE Mr ir) 


en ne prenant que les deux premiers termes de la racine 
cubique de «, tous les autres termes contenant au moins 
le facteur a°, 

On a de même 


- 
44 


4 
/ Bt b PS al ... 
Remplaçant dans les expressions de x, on trouve 


& + k 
À pre | ob + ee +. |, 


pi | ea dé ti + Me) +. | 


Qi” $I 


I 
TE — ma + pH) (ko+£k'p)+...t: 
a 3 F 
ayant égard à la valeur de p, qui est l’une des racines cu- 
biques imaginaires de l'unité, supprimant le facteur a et 
faisant ensuite a — 0, on trouve facilement que les va- 


leurs précédentes se réduisent à 
T—X ; 

_ al— 3c + p(gc? — 12bd)|, 

AE sil 3c — # (9e? — 12bd)]; 


les deux dernières sont les racines de l'équation du se- 
cond degré, 
3.bx? + Box + d = 0. 


2. Je prends maintenant l'équation générale du qua- 
ti 
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tième degré 
ax + A bas + Gex? + 4 dx + e = 0; 
elle donne 


z==[—0+ p(y) + p(9) +o(e)], 


Pré Eu o(y) —?(9)—9(c)], 


SI 


= 6 — o(7) +0 (0e (9 

e= LT 6— 5 (0) 000) ee 

| avec 

y=bt—ac+=al p(t) + V(n]=é-a+é, 
DD — act al pplt) + p4(n)]= 6° — ae + 4, 
= b— ac+ —afre(t) + pp(n)]= 8? — ae + 47 


Je prends les racines carrées de ces quantités et Je re- 
marque que le produit o (y) o (d)o(e) devant être égal à 


— p— lard +Ÿabe, 


il est nécessaire de prendre pour deux des radicaux ® (y) 
et o(:), par exemple, le signe + et le signe contraire 


pour o (€). De là 


I 
p(y) = b+H(F—ac+...), 


1 / 
e(0)= 6H CN — ac +.) 


Les termes omis contiennent au moins le facteur &°. On 
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a donc, pour la première des valeurs de x, 


I 


L ! LA 
2] +4 — À = ae) +. |; 


mais 
AT S CE => a[y(t) (i +p—p)+d(n)(i —p+p)] 
= —a[r4(6) +pb(n)], 


d’où, en supprimant un facteur & et faisant ensuite 
di 0: 
ï 


PE — c— p’Y(b) — ph (ne); 


2; 


en indiquant par é, et n, ce que deviennent € et n lors- 
qu'on y fait a — o. 
On trouve de même, pour les trois autres valeurs , 


x — SU c— pp(Go) —p'o(m)], 


x = io Y (Co) — Ÿ(r)]; 


T—=@C, 


Les trois premières valeurs sont les racines de l'équation 
du troisième degré 

4 ba + Cor? + 4 dx + € — 0, 
car, d’après l’article d’Eisenstein, on a 


, JE +p(8F) _9E—p(3F) 
EN TE Me ST AT 0 


. 9 
E, = b’e — 2bcd + c, 


Fi, = 90° (3bte— {cd — 12bcde + 6e) + 64 Ed 
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SOLUTION DE LA QUESTION 290; 
Par M. FAURE, 


Officier d’artillerie. 





Trouver le coefhitient de x"-* dans l’équation en x de 
degré n +1 qui a pour racines les 72+4- 1 coeflicients bi- 
nomiaux de {a+ b)". 

Ce coefficient, que je désigne par A, est égal à la 
somme des produits deux à deux des coefficients du déve- 
loppement de (a+ b)". 

Or, si l’on multiplie entre eux deux binômes tels que 


(1+&)" et (: #2)" on aura (en faisant & 1) dans le 


produit la somme cherchée, et en outre la somme des 
carrés des coefficients binomiaux, somme que j'appelle B. 
Donc 

221 — 2 À + B. 


Or, d’après les deux développements 


; n(r —1) 

(Ha) =réhone ES Ne 
a? 1  R(R—1) 7 

LH) = Ha + ——— —+..., 
œ œ RUE: 


B s'obtient en multipliant terme à terme ces deux séries; 
de sorté que l’on peut aussi regarder cette quantité 
comme étant le terme indépendant de & dans le dévelop- 
pement de | 


I LA ï é 
@æ+a}(i+i) RAR En 9 IE 
On a donc 


2n(27R—1)...7 + 
RL Les RD et 





« 
/ 
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de là 





SUR LES RACINES IMAGINAIRES. 


(Extrait d’une Lettre de M. E. PROUHET.) 





La lettre de M. Vallès, insérée dans le numéro le dé- 
cembre dernier (1854), m'a suggéré plusieurs réflexions, 
que je crois devoir vous communiquer, quoiqu’elles ne 
soient, en partie, que le développement d’une note fort 
Jjudicieuse placée en bas de la page 461. Peut-être ne re- 
garderez-vous pas comme inutiles quelques considéra- 
tions qui me paraissent propres à mettre dans un plus 
grand jour un point de doctrine fort important, 

À mon avis, les auteurs qui cherchent à interpréter les 
symboles imaginaires oublient trop souvent de faire, sur 
lorigine de ces symboles, une distinction capitale, et 
ils font, par là, le plus grand tort à ce qu’il peut y avoir 
de bon et de véritablement utile dans leurs recherches. 

Cette distinction, la voici : Les inconnues qui entrent 
dans une question peuvent être ou des éconnues princi- 
pales, c’est-à-dire les quantités mêmes que l’on cherche, 
ou du moins des quantités sans lesquelles l’objet que l’on 
veut déterminer ne saurait exister; ou des inconnues 
auxiliaires, introduites dans le calcul en vue de quelque 
avantage spécial, mais sans lesquelles l’objet en question 
peut très-bien exister. 

* Lorsqu'on trouve pour une inconnue principale une ex- 
pression imaginaire, c’est un signe infaillible que la ques- 
tion proposée est impossible. Vous cherchez un point qui 
remplisse une certaine condition; vous trouvez qu'une de 
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ses coordonnées est imaginaire : donc il n'existe pas de 
point qui remplisse la condition demandée. 

Lorsque le calcul donne une expression imaginaire 
pour une inconnue auxiliaire, cela indique que cette 
quantité n'existe pas, mais non pas que le problème est 
impossible. Exemple : Vous trouvez commode, pour dé- 
terminer l’axe radical de deux cercles, de calculer les 
coordonnées de leurs points d’intersection et d’en déduire 
l'équation de la droite cherchée; mais ces coordonnées 
peuvent être imaginaires, c’est-à-dire que les cercles peu- 
vent ne pas se couper, et cependant laxe radical existe. Il 
arrive même que ces coordonnées, traitées comme des 
quantüités réelles, donnent encore l'équation de l'axe ra- 
dical, résultat d’ailleurs confirmé par d’autres méthodes. 
Ce résultat, singulier au premier abord, tient à ce que les 
cocfhicients de la droite cherchée dépendent de la forme 
des expressions générales trouvées pour les coordonnées, 
Jorme qui subsiste alors que l’expression n’a plus de si- 
gnification propre. 

Cela posé, il est facile de voir que les assertions de 
M. Vallès ne sont vraies qu’à moitié. Lorsqu'il parle de 
combler l’abime entre le réel et l’imaginaire, il oublie la 
distinction que nous venons de faire. Cet abîme existe 
bien réellement quand il s’agit d’inconnues principales, 
parce qu'il n’y a pas, je crois, de milieu entre étre et ne 
pas étre. L’approximation n’a rien à faire ici; mais, dans 
le cas des inconnues auxiliaires, M. Vallès a raison, et 
des valeurs approchées de quantités imaginaires peuvent 
servir à calculer, par approximation, des quantités dont 
la réalité est d’ailleurs hors de doute. 

Je ne puis être d'accord avec M. Vallès lorsqu'il dit : 
«C'est un fait très-surprenant que celui qui , au moyen de 
la plus petite altération dans les coefficients d’une équa- 
tion peut faire passer les racines de cette équation du 
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réel à l'imaginaire, et vice versä » (page 450). Le fait ne 
me semble pas surprenant du tout, à moins qu’on ne 
regarde comme un paradoxe celte proposition inoffen- 
sive : Quand on est sur la frontière d’un pays, le plus 
petit déplacement peut vous faire passer du dedans au 
dehors, et vice versd. 

Puisque je suis sur le sujet des interprétations, permet- 
tez-moi encore d'ajouter quelques mots sur certaines doc- 
trines assez répandues et qui me semblent être une dévia- 
tion bien prononcée de la logique du bon sens. 

Qu'est-ce qu'interpréter un résultat de calcul? C’est, 
ilme semble, chercher en quoi ce résultat répond à la ques- 
tion proposée, en admettant mème parmi les réponses 
possibles celle-ci : Ce que vous demandez n'existe pas. 

Cela paraît très-simple et très-naturel ; mais il y a des 
esprits auxquels le simple et le naturel ne suflisent pas. 
Quand ils ont trouvé un symbole d’impossibilité, ils le 
torturent de toutes les manières pour y trouver, au lieu 
dela réponse qui saute aux yeux, une réponse à une 
question nouvelle, peu différente, à ce qu’ils disent, 
de la première, et à laquelle ils ne songeaient pas 
d’abord. Ces modifications légères consistent à changer 
une perte en gain, à faire aller un courrier de droite à 
gauche, au lieu qu’il allait d’abord de gauche à droite, etc. 
A cela près, c’est toujours la même question. 

D’autres auteurs prétendent qu’un résultat de calcul 
sert quelquefois à rectifier un énoncé. Singulière asser- 
tion ! Le calculateur ne savait donc pas ce qu'il deman- 
dait ? Et s’il ne le savait pas, comment le calcul peut-il le 
lui apprendre | 

Je conclus de tout cela que, lorsqu'on fait de l’algèbre, 
il ne faut pas se défaire du sens commun, don rare et 
- précieux auquel a + b ne suppléera Jamais. 

Cette Lettre étant déjà bien longue, je remets à une 
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autre occasion pour vous entretenir de quelques tenta- 
tives faites pour résoudre la question laissée intacte par 
M. Vallès, savoir, celle des caractères auxquels on peut 
reconnaitre l'existence des racines en faisant varier les 
coeflicients approchés dans les limites de l’approximation 
supposée. 


31 décembre 1854. 


SUR LES OVALES DE DESCARTES 


(voir t. IX, p. 183,; 


Par M. A. GENOCCHI. 


——_—_— 


M. W. Roberts a trouvé, en employantles coordonnées 
elliptiques, que l’arc d’un ovale de Descartes s'exprime 
par une fonction ultra -elliptique dans laquelle la quantité 
soumise au signe radical monte jusqu'au septième degré 

Journal de M. Liouville, tome XV, page 106). On ob- 
; » Page 19 
tient un résultat plus simple par les coordonnées polaires : 
si l’on prend pour variable indépendante l'angle polaire 
P P P sie P ; 
le polynôme soumis au radical ne monte qu’au cinquième 
degré. 

Soient c la distance des deux fovers de la courbe 

y , 
pet g' les deux rayons vecteurs de l’un quelconque de ses 
points, w l’angle formé par le rayon vecteur p avec la 
ligne des foyers prise pour axe : on aura, m et mn étant deux 
constantes , | 
p’ SAP + ni 
et 

ee = + pe 2Cp COS © ; 


d'où, en posani 
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on tire l’équation des ovales 
p°— 2p(a cosw + b) — 4, 


et, en diflérentiant, 


dp(p — a C0Sw — bd) + ap do Sinw = 0. 


Or, si de ces deux équations on déduit les valeurs de 
cosw , sinw, do en fonction de p et dp, et qu’on substitue 
celle de do dans la formule 


M be ao + pdo, 
on trouve 


Varp+plp—6)(bp+4), 
Van —(e— 2bp— k) 


de manière que la différentielle ds de l’arc de la courbe 
renfermera deux radicaux, et, en les réduisant à un seul 
par la multiplication, on obtiendra sous le signe un po- 
lynôme en p du septième degré. Maïs si, au contraire, on 
résout l'équation de la courbe par rapport à p, il vient 


ds — 2 , 


p—a cos —— b—=T V4 + (4 COS® + b}, 
et comme on a d’un autre côté 


ap do sine 





HO à 
? p=— aCosw — D” 


et, par suite, 


ce Va’ sin?o + (p — avoso — b} 


ds = p do, 


p — a COSÙ — b 


on en conclut 





: b\d 
ds = War + DHEA + o2abcoso (a _ ne : 
VA + (acoso + b} 


‘ 
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d'où dr. 
$ el co Va? + b+ k£ + 2 ab cos 
| + b+ k + 2ab cos 
Pa, Va+ D+ 4 + 2ab cosv (a COS uw -} b) de). 

J VA + (acoso + b} 
L'expression de l’are s sera donc la somme de deux inté- 
grales : la première se ramène immédiatement à un arc 
d’ellipse, car, en faisant 

o— 2%, (a+b}+k=p, 4ab= 4, 


on la met sous la forme 


2 Jde Up — 4 sine); 
là deuxième intégrale, en posant 





COX, d+b+k=r, 
deviendra 


(ax + b)\(r+ 2abx)dx 
Le I A ad LS 
Va — 2? )(r+ 2abx)(k + b+ 2 abx + a° x!) 





transcendante abélienne, dans laquelle la quantité sou- 
mise au radical est une fonction entière dex du cinquième 
degré. 

Cette seconde intégrale se réduit elle-même à un arc 
d’ellipse, si  — 0, puisque alors elle est égale à la pre- 
mière. Dans ce cas l’équation de la courbe se décom- 
pose en 

=" Net VD 72 Ta CON PE 

et représente ainsi un point isolé qui est le pôle, et une 
ligne courbe. Cette courbe est en même temps une con- 
choïde circulaire et une épicycloïde, et a été étudiée par 
M. Quetelet comme la caustique secondaire par réflexion 
dans le cercle (Nouv. Mém. de l’Acad. de Bruxelles, 
iome IIT, page 131) : elle est connue sous le nom de /£& 
macon de Pascal (*). 


(*) Cette dénomination a été introduite par Roberval. (Voir un Mémoire 
de Lahire dans le volume de l’Académie des Sciences de Paris pour 1708, 
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Si Fon fait 
k—=—{(a— b}, 


on trouve, en réduisant, 


= ab | do cos Lo + V7 AR a 
Hs 2 Va cos © — a + 2 b 





celte expression se ramène aussi aux fonctions elliptiques, 
car On a 


1 Æ 
fe COS —w — 2. Sin —w + const., 
2 2 


et, en posant 


QE D 03 


on partage l'intégrale 
(a cosw + b) do 
Va cosw — a + 2b 
en deux intégrales elliptiques 


Ë do D DA) Pa en Ve 
(a — b)\V2 Pur ÿb — a sin’», 
Vo — asin’e 














l’une de première, l’autre de seconde espèce. 

Mais il faut remarquer que la courbe correspondante 
est encore un limacon de Pascal. Prenons en eflet, sans 
changer d’axepolaire, un nouveau pôle à la distance a — P 
du premier, etnommons p', w’ les nouvelles coordonnées : 
nous aurons 


pue pee ba pla dj 608 0; 
p= p+(a — 6} — 2p(a — b) cosv, 


et l'équation de la courbe donnera 


[p?— 2ap cosw + (a — b)} F = 4 b’p?, 
page 46. M. Quetelet appelle limacon de Pascal la courbe qui répond aw 
cas particulier a — 2b. (Voir loco cit., p. 98 et 101.) 
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d'où, éliminant p? et pcosw, on déduit sans peine 
(p?— 2bp° cos w'} — 4 abp?, 
c'est-à-dire 
PE = A Fr à 
== 0) et kg — 2 (b cosw + Vab). 


On a ainsi deux expressions de l’arc du limacon , et l’on 
voit que leur rapprochement nous conduit à ce théorème 
connu, qu'une fonction elliptique de première espèce 
s'exprime par deux arcs d’ellipse. On peut aussi en con- 
clure la transformation analytique propre à opérer cette 


réduction. 
Si les coefficients a et D étaient affectés de signes con- 
traires , il faudrait supposer # — — {a + b}°, et prendre 


le nouveau pôle à la distance a + b de l’ancien. 
P 


I = p° dans l'équati 
En remplaçant p par — p”, et w par 26 dans l’équation 


p°— 2p (a cosw + b)+(a— b} = 0, 
il vient 


d'où 

p— 2 p cos Vam + m(a—b)=0o, 
équation d’un cercle. On transforme donc par cette sub- 
stitution les limaçons en cercles : réciproquement, on 
transformera les cercles en limaçons, en remplaçant p et 


LT AT I L2 L2 . L LL 
w par Vÿmp et = ®. Ainsi il est visible que ce moyen, 


employé par MM. Chasles et W. Roberts pour obtenir les 
ovales de Descartes, fournit seulement le limaçon de Pas- 
cal, comme l’a remarqué M. Cayley (Journal de M. Liou- 
ville, tome XV, page 354). Il s'ensuit, en particulier, 
? e LA , A 
que l’ovale mentionné dans le théorème, dont M. P. 
Serret a indiqué la démonstration dans les Vouvelles 
Annales . iomeIX , page 321, n’est aussi qu’un limacon, 
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L'équation des ovales donné deux valeurs de p pour 
chaque valeur de o : ces valeurs seront toujours réelles, si 
la quantité k est positive, mais seront de signes contraires ; 
elles seront toujours imaginaires, si À est négative et 


V— À surpasse la différence entre les valeurs numériques 
de a et b; enfin, il y en aura des imaginaires et des 
réelles, lorsque, k étant négative, cette valeur est com- 
prise entre a et à. 





NOTE 
Sur la conformité, l’homogénéité, la ressemblance, la similitude, 
la symétrie et l'identité. 





Nous ne sommes mis en relation avec les choses exté- 
rieures que par l’action qu’exerce le non-moi sur le 
mot, action nommée impression et transmise au cerveau 
par divers systèmes nerveux; l'effet de cette impression se 
nomme perception. Lorsque ce viscère, par l'intermé- 
diaire d’un autre système nerveux, renvoie cette percep- 
tion au dehors, l'effet produit se nomme sensation. Ainsi 
la sensation est toujours le résultat d’un double courant 
du dehors au dedans et du dedans au dehors. Mihil est 
in sensu quod non prius fuerit in intellectu. C’est le 
contraire de l’assertion attribuée d’une manière trop ab- 
solue à Aristote qui est vrai, car le zon-moi n'existe que 
par le mot, mais existence purement de relation, consti- 
tuant une modalité et nullement une réalité (*). La chose 
en elle-mème, ens perse, ce qui occasionne l'impression, 


(*) Le cerveau agit comme pile; les nerfs sont les fils. Les tendons, 
muscles, os sont les aiguilles de cet instrument télégraphique; les pa- 
pilles nerveuses, les ganglions sont peut-être des piles secondaires; les 
agents anesthésiques neutralisant les fils, la sensation disparaît. 


( 208 ) 
ce qui est dessous , la substance, nous est entièrement 
inconnue. Nous donnons un nom à ce qui semble enve- 
lopper cette substance, à ce qui est dessus, et nous l’ap- 
pelons surface. Lorsque cette surface engendre une im- 
pression nommée résistance, la substance qu’elle entoure 
prend le nom de corps, et, abstraction faite de cette 
résistance, la substance n’est qu'une image. La géomé- 
trie ne considère que des images; la mécanique considère 
les corps. 

Lorsque les concavités, les convexités, les saillies, Les 
rentrants , les pleins, les vides, sont en même nombre et 
également disposés, homologues les uns par rapport aux 
autres dans deux surfaces, on dit que l’une est conforme 
à l’autre ; c’est ainsi qu'il y a conformité entre deux indi- 
vidus de même espèce. Le même mode de génération 
constitue l’omogénéité. Les volumes sont homogènes 
entre eux, parce qu’ils sont tous engendrés par des sur- 
faces; les surfaces étant engendrées par des lignes, sont 
homogènes entre elles, etc.; mais les volumes et les sur- 
faces comparés les uns aux autres sont hétérogènes. Ceci 
est applicable aux corps organiques. | 

Si deux surfaces conformes présentent les angles égaux 
ou sensiblement égaux, et dans le mème ordre, on dit 
qu'elles se ressemblent, c’est l'égalité des angles qui con- 
stitue la ressemblance. 

Les rectangles sont des images qui se ressemblent, de 
même les parallélipipèdes rectangles; c'est ainsi que les 
enfants ressemblent aux parents. 

Lorsque deux surfaces se ressemblent et qu’en outre les 
diverses dimensions homologues sont proportionnelles, 
sont en même rapport, elles sont semblables. Lorsque ce 
rapport est l’unité, on obtient l’identité; la symétrie est 
une similitude inverse et il y a aussi une identité inverse. 
Ainsi la similitude suppose trois conditions : l'homologie 


Pee 


be 
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des parties constituantes , l'égalité des angles homologues 
et la proportionnalité des dimensions homologues. On ne 
peut démontrer la possibilité de la similitude que par la 
géométrie. Ce n’est que parvenu au VI livre qu'Euclide 
établit la similitude de quelques figures planes, et dans 
le XT° livre, de quelques volumes semblables, maïs im- 
parfaitement. Le vulgaire ne connaît que la ressemblance; 
le géomètre seul connaît la similitude. On a voulu ratta- 
cher la définition de la similitude aux systèmes d’échelles 
et dire que deux corps sont semblables lorsque leur con- 
struction ne diffère que par la grandeur de l’échelle; mais 
la possibilité d’une telle construction exige la connais- 
sance des théorèmes des onze livres, et encore ne sufisent- 
ils pas. gta 

«Les définitions sont Lbres, dit Pascal, bien entendu 
lorsque la chose définie est possible; possibilité qu'il faut 
d’abord prouver : ainsi, par exemple, avant dedéfinir les 
polysones réguliers , il est nécessaire de démontrer que de 
tels polygones existent. Il est vrai que ces définitions par 
échelles peuvent convenir à la géométrie poétique de nos 
industriels, mais hors de là elles n’ont aucune valeur lo- 


gique. 





CALCUL DE x AVEC 530 DÉCIMALES 


(voir t. IX, p.12;t XIII, p. 419). 





M. Rutherford a calculé de nouveau 7 jusqu'à 440 dé- 
cimales (*) et M. W. Shanks, de Houghton-le-Spring , 
stimulé par M. Rutherford, a porté ce nombre à 530 dé- 
cimales. Les 330 premières décimales sont, chez les deux 
calculateurs, les mêmes que chez M. Richter (t. XHT,: 


(*) Voir tome X, page 198. 
Ann. de Mathémat., t. XIV. (Juin 1855.) 14 
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p. 419)3 mais les trois dernières décimales de M. Rich- 
ter, savoir 098, sont remplacées chez les calculateurs an- 
glais par 962; ainsi 330 décimales sont vérifiées par trois 
calculateurs, Richter, Rutherfort et Shanks, et 440 par 
les deux derniers calculateurs. Nous donnons ici lés 40 
quines à ajouter aux 66 de M. Richter; ainsi en tout 
106 quines ou 530 chiffres : 


96282 92540 91715 36436 78925 90360 01133 05305 
48820 46652 13841 46951 94151 16094 33057 27036 
57595 91953 09213 611793 81932 61179 31051 18548 
07446 23799 62749 56735 18857 52724 89122 79381 
83011 94912 98336 73362 44065 66430 86021 39488 


M. Shanks s’est servi de la formule de Machin. 
M. Rutherford a présenté ce travail à la Société royale 


de Londres en janvier 1853. 
r a été déterminé par : 


Décimales 

exactes. 
Afchimèdeé. avec... #10 RO Cr OS 2 
Les astronomes indiens... 0 ue à 
TIR hEUICUS LE 8500147 A LS Le ENTREE 2 8 
Pierre Metius. 14... 2 NC ONE (oui 
MALE I MN Paee. N re Eee ie LÉ SRE 11 
Adrien ROmMAaNnUs 2. .,... 4: 0 PE 16 
Ludolfvan Cétlen 2 Nr j'aie CORTE 35 
A: Sharp PAL RETIRE ES CN IR 73 
Machini "tisse, DEN SR PP PR PRES 100 
LABOUR LT RS Re 67 LP MT EN EEE 127 
Vegas eu. 0 if rs OO TROIS 140 
Manuscrit de la Bibliothèque Radcliffe, à Oxford. 156 
Dahse "inv A sen ss st CARTIER 200 
CRAUSÉNI Re. RE ME A LT 0e AS M CNT 256 
LR ef 5) re NE MU. LARRO EATEOS OEM AO EN PER 333 
RUERED OI 000 RM OPEN CN 44o 
SRÉAKS PT LS AE EN 530 


(Cosmos, t. VIT, p. 335; 23 mars 1855. ) 
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QUESTIONS. 


303. Quelles conditions doit remplir un quadri- 
latère pour que tous les rectangles circonscrits soient 
semblables à un rectangle donné? Quel est le lieu géomé- 
trique des centres de ces rectangles ? 

304. Soient donnés dans un mème plan: 1° cinq points 
sur une droite À ; 2° cinq droites. Mener une transver- 
sale qui coupe les cinq droites en cinq points qui soient 
Samapraphiques aux cinq points de la droite À ; démon- 
ter qu'il n'existe qu une seule transversale qui LATE 
cette condition. (CHaszes.) 

305. Soient donnés : 1° sept points sur une droite À; 
2° sept plans dans l’espace. Mener une transversale qui 
rencontre les sept plans en sept points qui soient homo- 
graphiques aux sept points de la droite A.  (Cnasres.) 

306. Soient donnés dans un même plan : 1° un qua- 
drilatère ABCD et un point fixe S sur le côté AB. 2° deux 
faisceaux homographiques ayant le point S pour centre 
commun. Menons une droite quelconque , elle coupera 
les deux faisceaux en deux systèmes de points homogra- 
phiques; soient a, , b, deux de ces points homographiques. 
Dans le pentagone Fote par le quadrilatère etlerayonSa,, 
inscrivons une conique; par le point b, menons deux 
tangentes à cette conique. Le lieu géométrique de l’inter- 
section de ces deux tangentes par le rayon Sa, est une 
ligne du troisième ordre passant par le point $ et par les. 
trois sommets du triangle formé par le côté CD opposé 
à AB et par les côtés CA, DB suffisamment prolongés. 

(CHasLes.) 


i4. 
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CONSTRUCTION NOUVELLE 
Des sections coniques par la perspective d'un cercle, 
donnant de suite le centre, les diamètres conjugués, les axes de la courbe; 
Par M. POUDRA, 


Officier supérieur d'état-major en retraite. 





Pour obtenir la perspective d’une fi igure plane il faut 
ets : 

1°. Le plan de la figure donnée, d’un cercle, par exem- 
ple (ce sera le plan horizontal de projection); 

2°. Le plan vertical du tableau (soit T'E sa trace ho- 
rizontale) ; 

3°. Le point de vue que nous désignerons par V. 

Par le point V menons un plan parallèle à celui du 
tableau. Sa trace horizontale sera une droite JJ parallèle 
A LTE 

Rabattons ce dernier plan et celui du tableau sur le 
plan horizontal, en les faisant tourner autour de leurs 
traces respectives JJ et TT; nous obtiendrons la figure 
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ci-dessus dans laquelle le cercle , sa perspective et le point 
de vue seront ramenés dans un même plan. 

Remarquons que tous les points du plan du cercle qui 
sont sur JJ passent dans la perspective à l'infini, de 
sorte que les droites de ce plan, qui concourent en un 
point de JJ, deviennent en perspective des droites paral- 
lèles. 

Sur JJ prenons arbitrairement deux points m et n, 
Jjoignons-les par des droites au point de vue V. Ces 
droites V, V n seront les directrices de la construction. 

Des points m1 et n irons des droiïtes à un point quel- 
conque de la figure donnée, tel que D. La droite mb ren 
contrera TT en B, par lequel nous menons 5 b’ parallèle 
à la directrice Vmr. La droite 2b rencontre TT en 7,. 
par lequel nous menons 7, b’ parallèle à l'autre direc- 
trice V ». Les deux droites 6 b', x, b' se rencontrent en L' 
sur lé rayon visuel Vb’b. Ce point b' est la perspective 
de D. Quels que soient les points m et n sur JJ, on ob- 
tiendra toujours le mème et unique point D" pour la per- 
spective de b. 

En répétant cette opération pour divers points de la 
figure donnée, on obtiendra sa perspective. 

Cette nouvelle méthode de perspective peut se résumer 
en disant que la perspective d’une figure plane quel- 
conque est la résultante de deux perspectives sur une 
droite TT prises de deux points arbitraires m et n sur JJ 
parallèle à TT. 

D’après cette construction, on voit de suite que si le 
cercle est tangent à JJ sa perspective sera une parabole. 
S'il coupe ceite droite, on aura une hyperbole. Dans le 
cas de la figure, ce sera une ellipse. 

La droite JJ a pour pôle dans le cercle le point P. 
C'est-à-dire que si, d’un point quelconque de cette drôite, 
on mène deux tangentes au cercle, la corde qui Joint les 
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deux points de contact passe toujours par P. Pour un 
point m quelconque, la corde de contact bb, ira rencon- 
trer JJ en un point 7 tel, que si l’on mène deux tangentes, 
la corde de contact aa, ira passer par le premier point m. 
Les trois points m,n,P sont dits conjugués ; ils jouissent 
de cette propriété, que la polaire de l’un quelconque passe 
par les deux autres. 

Le point P, pôle de JJ par rapport au cercle, est très- 
connu. Il jouit de propriétés importantes ; mais il existe 
un point Q aussi remarquable et dont on n’a pas fait 

AR 
usage jusqu'ici. 

Si d’un point m de JJ comme centre, avec un rayon 
égal à la partie mb comprise entre le point rm» et celui b 
de tangence, on décrit une circonférence, elle passera 
toujours par un même point Q situé entre le centre O 
et le pôle P, et cela quelle que soit la position de ce 
point m sur JJ. En outre, si, sur la droite mn qui joint 
deux points conjugués, comme diamètre, on décrit une 
circonférence, elle passera aussi par ce point Q, quels 
que soient les deux points conjugués m et n sur JJ. Comme 
ce point Q est important et qu'il a de l’analogie avec ce- 
lui P, je propose de le nommer pôle circulaire de JJ par 
rapport au cercle, tandis que P serait le pôle linéaire. 

La connaissance de ce point Q va nous permettre de 
déterminer de suite le centre et les axes de la section co- 
nique sans en chercher un seul point. 

Décrivons une circonférence passant par Q et V et dont 
le centre soit sur JJ. Par son intersection avec cette 
droite, elle déterminera deux points conjugués m1 et n 
tels, que les deux directrices correspondantes Vmn, Vn 
seront rectangulaires. Prenons ces deux points #2 et 7 
pour les points de vue auxiliaires. Il est évident: 1° qu’au 
poiñt P correspondra celui P’ qui sera le centre de la 
courbe; 2° aux deux droites ma; Pa, nb, Pb correspon- 
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_dront les deux cordes rectangulaires conjuguées t'a! P’ a! 
et T; L' P'b qui, passant par le centre, seront les axes 
de la courbe; 3° au quadrilatère circonscrit cdef dont 
les côtés opposés concourent sur JJ aux points m et n, 
correspondra le rectangle c’d'e! f' circonscrit à l’ellipse 
et dont les côtés parallèles aux axes détermineront les 
sommets a’, a,,b',b', de la courbe. 

Toute autre Mdr ee qui aurait son centre sur JJ 
et qui passerait par ©, déterminerait sur JJ deux autres 
points conjugués m1, , n, auxquels correspondraient, dans 
la section conique, deux diamètres conjugués dont l’angle 
serait égal à celui m, Vn, formé par les nouvelles direc- 
trices Vm,, Vn,. 

Toutes ces circonférences qui ont leur centre sur JJ et 
passent par Q, se coupent encoreen un deuxième point Q, 
situé symétriquement par rapport à JJ. 

La connaïssance du point Q nous a donné le moyen 
de trouver de suite le centre et les axes de la secuüon co- 
nique qui doitrésulter de la perspective d’un cercle donné. 
Nous ferons voir, dans un prochain article, qu’on peut, 
avec son secours, résoudre, dans tous les cas, le problème 
suivant : Connaïssant les cing conditions auxquelles doit 
satisfaire une section conique cherchée , trouver de suite 
le centre et les axes de cette courbe sans étre obligé d'en 
déterminer aucun autre point ; problème dont la solu- 
tion générale peut avoir des applications pratiques 
utiles. 

Dans la position V du point de vue, on trouve facile- 
ment par la construction que 

Par QURNT 
DO av 
pour toute autre position V, on eus une autre ellipse 


ñ 
dont le rapport des axes serait APE —— ; donc il en ré- 
à m Q mn 
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sulte que fe rapport des axes de la première sera à celui 
m NV .m V, 
ASSUME 

Deux ellipses quelconques qu'on peut obtenir ainsi 
pour deux points de vue V et V, sont perspectives réci- 
proques l’une de l’autre, les droïtes homologues se cou- 
pent toujours sur TT, mais le point de vue pour deux de 
ces courbes sera à l'infini ; elles seront projection l’une de 








de la deuxième comme 


l’autre, et la direction qui Joint les points homologues 
sera celle VV, des deux points de vue. 

En faisant varier la position du point V, on peut ob- 
tenir des ellipses dont le rapport des axes aït toutes les 
valeurs possibles. Ainsi, lorsque V sera sur JJ, par 
exemple en, la courbe sera une droite 44,. S'il esten Q 
ou Q,, la courbe sera un cercle. Si le point V reste sur 
la circonférence mQn, les ellipses seront rapportées à 
leurs axes qui seront des droites homologues, et dans 
toutes ces courbes les points homologues seront sur une 
même circonférence dont le centre serait sur TT. 

Rappelons en terminant que toutes ces courbes, parmi 
lesquelles il y a des droites, des cercles, des ellipses dont 
le rapport des axes est indéfini, deux quelconques sont 
projection l’une de l’autre; d’où résulte qu’à des droites 
parallèles dans l’une correspondront des droites parallèles 
dans l’autre, et que les segments sur les premières se- 
ront proportionnels aux segments sur les deuxièmes. 

Il serait trop long d'exposer ici toutes les conséquences 
qu'on peut tirer de ces observations. Nous nous propo- 
sons , d’ailleurs , de donner, dans un autre article, toutes 
les propriétés de l’ellipse qui se déduisent, presque à vue, 
de celles du cercle. 
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SOLUTION UNIQUE ET GÉNÉRALE 
DES QUESTIONS FONDAMENTALES SUR LES CONIQUES 


(voir tome XIII, page 394); 


Par M. POUDRA, 


Officier supérieur d'état-major en retraite. 





Il s’agit de trouver le centre et les axes d’une section 
conique non tracée et qui doit satisfaire à cinq condi- 
tions. 

Nous désignerons par a, b, c, d, e des points de la 
courbe et par À, B, C, D, E les tangentes respectives en 
ces points. Cinq quelconques de ces dix quantités étant 
connues, la courbe est déterminée; il en résulte douze 
cas différents. Ne pouvant dans ce court article don- 
ner les douze solutions, nous exposerons les plus remar- 
quables qui font connaître l'esprit de la méthode. 

Dans un précédent article, nous avons fait voir com- 
ment on peut trouver, à priori, le centre et les axes 
d’une section conique qui résulte de la perspective d’un 
cercle donné. La méthodegénérale que.nous allons em- 
ployer consiste à retrouver, avec les conditions données, 
le cercle qui serait la perspective de la section conique. 
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1 Cas. Étant donnés les cinq points a,b, ec, d,e, 
trouver le centre et les axes de la section conique qui 
passe par ces cinq points, et cela sans avoir besoin de 
déterminer un autre point de la courbe. 

Il y a plusieurs solutions, nous n’en donnerons qu’une 
seule. Quatre des points donnés, tels que a, b,c, d , for- 
ment un quadrilatère. Soient m et 2 les points de con- 
cours des côtés opposés; la droïte mn qui joint ces deux 
points sera désignée par IT. 

Si l’on joint le cinquième point e avec les quatre points 
a,b,c,detavec m et n,on aura un faisceau de six droites en 
involution. Cefaisceauestcoupéparladroitellauxpointsm 
etr,petqg,ret...…..... s qui sont alors en involution; 
il en résulte que si sur mn, pq, rs, comme diamètres, on 
décrit trois demi-circonférences , elles se couperont en un 
même point V. Ce sera le point de vue de la perspective. 

Prenons arbitrairement une droite TT parallèle à II 
pour la base du tableau; alors la droite IT pourra être re- 
gardée comme celle qui, dans le plan de la section conique, 
correspond aux points situés à l'infini dans le plan du 
cercle. De sorte que la perspective du quadrilatère a , b, 
c,d, dont les points de concours sont sur II, sera né- 
cessairement un parallélogramme, et comme les deux 
directrices Vm, Vn sont rectangulaires, la figure a’, D’, 
c', d' sera un rectangle. Mais, de plus, comme les angles 
pVg,rVs sont aussi droits, il en résultera que le point 
e', perspective du einquième point e, sera tel, que les 
angles a’e/c’, b'e'd' seront droits ; donc il faut que les cinq 
points a’, B', c! , d', e' soient sur une même circonférence 
qui sera , par conséquent, la perspective de la section co- 
nique passant par les points donnés a, b,c, d,e. 

Nous avons la droite IT qui, dans le plan de la section 
conique, correspond aux points qui, dans le plan du cer- 
cle, sont à l'infini. Mais nous avons besoin de connaître 
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celle qui, réciproquement dans le plan du cercle, corres- 
pond aux points à l'infini dans le plan de l’ellipse. Oril 
suflit de mener la droite JJ parallèle TT à une distance 
de V égale à celle qui sépare les droites TT et IT. Cela 
devient évident en observant que, de même que JJ repré- 
sente la trace horizontale d’un plan parallèle à celui du 
tableau mené par V, réciproquement la droite II repré- 
sente sur le plan du tableau la trace d’un plan mené par 
V parallèle à celui du cercle. Ce serait pour les peintres 
la ligne d'horizon. 

En se reportant à notre premier article, on voit que le 
problème est résolu, car on connaît le cercle, le point V, 
les droites TT, JJ ; par suite, on peut déterminer les pôles 
linéaires et circulaires P et Q, et, par conséquent, le 
centre et les axes de la section conique qui serait perspec- 
tive du cercle et qui passerait par les cinq points donnés. 

2° Cas. Connaissant trois points a, b,c, et deux tan- 
._gentes C et E, on demande de trouver le centre et les 
axes de la section conique. 

On trace un cercle tangent aux deux tangentes don- 
nées. Ce cercle , de rayon arbitraire, pourra être considéré 
comme étant la perspective de la section conique. V, le 
point de rencontre des deux tangentes, sera nécessaire- 
ment le point de vue. 

Les trois rayons visuels Va, Vb, Vd détermineront 
sur le cercle les trois points a’, b', d', perspectives de 
ceux &, b ,c. Les droites homologues ab et a'b', ade 
a'd’, bdet b'd'se couperont deux à deux sur la droite AE 
qui sera ainsi déterminée. Pour trouver la droite JJ, on 
trace à volonté, dans le plan de la section conique, deux 
systèmes de deux droites parallèles ; ces droites coupent 
celles connues ab , bc, cd, de, ete., en des points dont les 
perspectives seront : 1° sur les droites homologues a” b*, 
b'e',c'd', d'e', etc, et 2° sur les rayons visuels menés 


R ({ 220 } 
de V à chacun de ces points. Donc, les droites homologues 
à ces deux systèmes de deux droites parallèles seront dé- 
terminées, maïs elles seront concourantes en deux points 
de JJ qui sera donc ainsi déterminée. 

La méthode employée pour ce deuxième cas peut con- 
venir toutes-les fois que parmi les données il y aura 
deux tangentes. Maison sait que lorsque l’on connaît cinq 
points d’une section conique, on peut tracer de suite les 
cinq tangentes et réciproquement , et que, dans beaucoup 
d’autres cas, on peut encore déterminer des tangentes : 
nous ne donnerons donc pas les solutions directes des dix 
cas qui resteraient à examiner et qui peuvent se ramener 
la plupart à ces deux-ci. 

Lorsqu'on a déterminé le cerele qui est la perspective 
de la section conique non tracée, on peut résoudre très- 
simplement divers problèmes sur cette courbe. 

1°. Par un point a donné sur la courbe non tracée, 
lui mener une tangente. 

Le point a/ du cercle sur le rayon visuel Va/a est la 
perspective de celui &. On mène la tangente en ce point a’ 
au cercle, elle rencontre TT en un point qui, joint à celui 
a, donne la tangente cherchée, 

2°. Par un point K extérieur à la courbe non tracée, 
lui mener une tangente. 

Au point K correspond dans le cercle le point K’ qui 
en est la perspective. Par ce point K’, on mène deux tan- 
sentes au cercle, elles rencontrent TT en des points qui, 
Joints à K, donnent les tangentes cherchées. 

3°. Mener à la section conique non tracée des tan- 
gentes parallèles à une droite donnée. 

La droite donnée K rencontre TT en un point &. Par 
V, on mène une parallèle à K qui coupe JJ en un point 6; 
la droite «6 est la perspective de la droite K. On mène au 
cercle deux tangenies parallèles à cette droite «6 : elles 
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rencontrent T'T en deux points par lesquels, menant deux : 
. \ 4 PE 

paralléles à K, on aura les deux tangentes cherchées. Si, 
l'on veut les points de tangence ,il suflra de jeindreV avec 
les points de contact des deux tangentes ci-dessus au 
cercle.” | 

4°. Trouver les points d’intersection de la droite K° 
avec la section conique non'tracée. 

À la droite K correspond , comme ci-dessus, la droite 46 

P ; ) 
qui coupe le cercle en deux points. Joignant ces points 
à V, l'intersection de ces droites et de celle de K donnera 
les deux points cherchés. 
P 
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THÉORÈMES DE GÉOMÉTRIE 
DÉDUITS DU CALCUL DES SYMBOLES. 


(voir BuzLerin, t. 1°", p. 83). 





1. Les deux courbes données par les équations 
Ex }= 0 E (x apr 4b)=0o 
se coupent en des points qui sont sur une troisième courbe 
donnée par l'équation symbolique 


DT ED, F(x, y) = 0. 


Lorsque F (x, y) est algébrique et de degré 7, la troi- 

sième courbe est de degré 7 — 1. 

2. Les deux surfaces données par les équations 
Réreir, 210 F(z+a,y +6, 2 c) 0 


se coupent en une ligne qui est sur une troisième surface 
donnée par l'équation symbolique 

et D,+6D,+cDp (x, r,z)= 0, 
et cette surface est de degré inférieur d'une unité au de- 
gré des surfaces données. 
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étant sl équation. d’une courbe plane, si elle tourne d’une 
géant té iminiment petite autour d'un axe passant par 
l'origine perpendiculairement à son plan, les points d’in- 
tersection des deux courbes sont sur la courbe donnée 
‘par l'équation symbolique 
(xD, —7y)D..F (x, y) —=0o 

de même degré que les courbes données et passant par 
l’origine. Pour les coniques, c’est une hyperbole équila- 
tère. 

À. RM der 1e 
étant l'équation d’une surface, si elle tourne infiniment 
peu autour d'un axe passant par l’origine et faisant avec 
les axes x, y, z supposés rectangulaires les angles /, m, 
n, les points d’intersection sont sur une troisième surface 
donnée par l’équation symbolique 
Ponge + cos mn (xD, — me . FRA 
: + cosr (y D; — xD.) 

ï pe cos — zcosm) D, + (z cos / — Ts M 5 

+ (x cosm— y cos 2) D: $ 

où u est une fonction de x, y, z. Telle est l'équation dif- 
férentielle d’une surface de révolution; cette équation 
exprime que la perpendiculaire au plan passant par l’axe 
de rotation et un rayon vecteur, fait un angle droit avec 
la normale à la surface. 

6. Soit 

ÙU = u, uns + lo +... Hu + =0 

l'équation d’une courbe plane; 4, est une fonction ho mo- 
gène en x, y et de degré p. Les tangentes distantes de 
l'origine d’une quantité constante k, ont leurs points de 
contact sur une courbe de degré 2 (7 — 1) et donnée par 
* l'équation 
FTDU) + (D,U}] 

= (Uni + Sn 3 Una +. + Ro). 
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7, Spit 
U=u, + ui + uno +. + +u, =0O 


l'équation d’une surface de degré n. Les plans tangents, 
distants de l’origine d’une quantité constante k, ont leurs 
points de contact sur une surface de degré 2 (7 — 1), 
donnée par l’équation 

| Æ[(DU)+(D,U} +(D.U}] 

= (uni H@Uns + Suns +... + AW). 

8. a, (5, y étant les coordonnées d'un point, l'équation 

de la surface polaire relative à ce point est 


a D,U + BD,U + + DU + (U) 0 


(Ü) = uni + Sun + Suns + .. + nus. 
Si le point (x, 6, y) est une surface de degré m1 donnée 
par l'équation 
V= on + bn: + =0O, 
la surface enveloppe des surfaces polaires comporte les 
équations 
D,U.da + D, U.df$ + D, U.dy = 0, 
DNS He + D; V.dp + D, VA PE SO 
d’où l’on tire les trois équations 
D,V+AD.U—o, 
DV + 1D,U = 0, 
Der + AD,U = 0. 
Or on a 


a DV + PD;V +9D,V SE (Em + 20n0 +... + m0) =(V), 


aD,U se BD,U 4 y DU = (ue De 7 -N LEE ag pal + AW) = (U); 
donc 
CV 
(U) 


Pour avoir la surface enveloppe, il faut éliminer «, £, y 
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entre-les quatre équations 


V—0o De RES if 
AN RUE 
Li Ï I : Ï 
D V—=-—D — = —— D, 
ÿ CU , U, y D, Con Ur 


élimination que généralement on n'est pas parvenu à eflec- 
tuer ; elle est possible dans quelques cas particuliers. 
Soit 
am m m - 
V—— p" LE O0 


a" br c"! 


Les trois dernières équations deviennent 


ant | 

—— — D,U — 
am F[u) 0, 
Qrn—t I 

— —— D,U — 
pui TU) 7 | Le 
LS RIT TiE 
cr CT EN 


Éliminant «, {5,7 entre ces trois équations et la qua- 
trième V — 0, on obtient 


(aD,UŸ + (6 D, UT + (eD, 0) = (U)P=. 
Lorsque m — 2, cette équation est de degré .2 (n —1); 
sim — n — 2, l'équation est du second degré et de la 
forme 

(DU) + b(D,U} + (DU) — (a, +). 
Si le pôle est sur une courbe centrale du second degré et 
que la polaire soit prise par rapport à une ligne du troi- 
sième degré, l’enveloppe de cette polaire est une courbe 
du quatrième degré donné par l'équation 
a (D,U} + b(D,U)—{u; + au, + w). 

Note. Ces théorèmes sont extraits du Calculus of'ope- 

rations du Rév.Carmichael (voir le Bulletin, 1. 1°", p.83), 
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NOTE SUR LA BASE DES LOGARITHMES NÉPÉRIENS : 
Par M. LECLERC, 


>onducteur des Ponts et Chaussées, 
à Neufchàtel-en-Bray. 
LE 





On trouve dans la Note IV de la Géométrie de Le- 
sendre la formule suivante : 


e 
et — et x 
à e? + gt LT x? 
(a) Une - 
\ 3 4? 
à d'A Lau 
5+. 


I . 
Je remplace d’abord x par -; ce qui me donne 
sy 





1 I 
es I 
I RTE x 
EE T : 
€ e x? 
st 3 x? + 4 
5x? + ; 
7x? +... 
où 
ÿ 
2 — ï 
2 es Ï 
SUR UP ER ï 
K SLH ————;: 
RFI 


On tire de cette équation la formule générale 


T À 3 + 3 
à Bx+... 
(2) CN x c 
LE — IX + 
ET RE ERRTS 
Ann. dé Mathémat., t, XIV. (Juin 1855). 19 
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En y-faisant x = 2, on a donc 


I 
3 + —— 


6H 
16 ELEC 
CRE 


EC = —— À 




















I I 
pa 2h PAPERS es 
TDR Tout 
Pen Ve 3 
E É 
6 
3 10 +... 
I 
ns 4 
6 + 
10 +. 
DE . 
I 
Li I 
6 + 
10 +... 
etenfin 
| I 
Di : 
10 — — 
lo 
142 2, 
1800 
(3) eZ 2 + : 
Rp à 
10 + 
I 
] ER RE 
ER EE 


Les réduites de même rang, dans les deux fractions 
continues qui entrent dans cette formule, ayant mêmes 
dénominateurs, il suffira, pour obtenir des valeurs e; , 
C2, 23, etc., de plus en plus approchées du nombre e, 
de calculer les numérateurs de ces réduites. On trouve 


ainsi 


ED 


CE a+ 


OI | Cr 


I 
a=2+—=2,716 is 
Ü 


SERA ae 719 
71.14+7 1001 


ee À 





20002817... 


Remarque sur la Note précédente. 
Si l’on prend la première valeur de e, on peut l'écrire 
ainsi : 


"= 0 Mae 


E 


1 
En 14 +... ? 
en sorte que l’irrationnelle e se trouve développée en une 
fraction continue très-simple et très-rapidement conver- 
gente. 
Il est facile ensuite de transformer en série la fraction 
continue (/Vouvelles Annales, tome VIIT, page 190), et 


l’on trouve 








I J I 1 
1 a, { di I 1ÉS m1.1001 
RU TRUE 
I 
| —- PE LT RE nr ns CAEN À . . 
\ 1001 . 18089 j 
; La XL 
Note du Rédacteur. M. Leclerc indique la formule 
générale 
: 2 
== 1 + — 
D + || 
je 
La ; 


. \ 


| a[Z 1 
D. 
5 (2) +... 
la 
extraite de la Science du 4 et du 19 avril 1855, journal 


scientifique quotidien , le premier de ce genre et auquel les 
15. 
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noms des collaborateurs promettent un grand succès, 
pourvu que ces noms soient autre chose que des noms. 


CONSIDÉRATIONS SUR LES DROITES DANS L'ESPACE ; 
Par M. HOUSEL, 


Professeur. 





4. Nous appellerons distance de deux droites leur plus 
courte distance. Lorsque deux droites se rencontrent, 
leur distance est nulle. 

2. Étant données deux droites, la direction du plan 
parallèle à ces deux droites est donnée. 

3. Une droite paraïlèle à un plan est également dis- 
tante de toutes les droites menées dans le plan et qu ne 
sont pas parallèles à la droite. | 

4, On peut appliquer, et d’une seule manière Ent, 
sur deux droites , une troisième droite donnée de direction 
et non comprise dans un plan parallèle aux deux droites. 

Ainsi, généralement parlant, on ne peut pas appliquer 
sur trois droites une droite donnée de direction. Les élé- 
ments d’un hyperboloïde à une nappe n’ont pas toutes les 
directions possibles. 

5. Pro8LÈme. 7 rouver sur'une droite un point tel, qu’en 
abaïssant de ce point une perpendiculaire surune seconde 
droite, cette perpendiculaire ait une longueur donnée. 

Solution. Autour de la seconde droite comme axe, 
imaginons un cylindre de révolution de rayon égal en 
longueur à la perpendiculaire ; les deux points d’intersec- 
tion de ce cylindre avec la premiere droite satisfont à la 
question. 

6. Si d’un point a pris sur la droite À, on abaisse la 
perpendiculaire aa; sur la droite B, et qu'ensuite on 
prenne sur la droite B un point b tel, que la perpendi- 
culaire bb; abaissée sur À soit égale à aa, , la droite à, b, 
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est également inclinée sur les droites À ei B. Quelle est 
l’enveloppe de toutes les droïtes également inclinées sur 
À et B? 

7. Un calcul facile fait voir que le lieu d’un point éga- 
lement distant de deux droites données est un paraboloïde 
hyperbolique ; donc le lieu du point également distant de 
trois droites est une ligne du quatrième ordre, intersec- 
tion de deux hyperboloïdes ; les trois paraboloïdes passent 
par la même courbe. Lorsque les droites données sont le 
même hyperboloïde de révolution , les trois parabeloïdes 
se coupent suivant l'axe de l’hyperboloïde. 








SUR LE THÉORÈME DE M. WHEATSTONE 


( voir page 121 }); 


Par M. CANTOR, 


Professeur à Heidelberg. 





Ce théorème a déjà été énoncé et démontré par M. Fré- 
gier (GERGONNE, Annales de Math., 1. IX, p. 211). En 
effet, n° y est posé comme somme d’une progression 
arithmétique de 7 termes dont le premier est lPunité et 
dont la raison est 2 : EE. 

Il existe d’ailleurs un très-grand nombre de proposi- 
Lions trop peu connues sur les progressions. En voici une 
de Jacques Bernoulli : 

« Les deux premiers termes d'une progression géomé- 
» trique a, ae, ae”, etc., étant positifs et égaux aux deux 
» premiers termes d’une progression arithmétique a, 
» a+ d,a+2d,etc., chaque terme de cette dernière 
» progression sera plus petit que le terme de mème quan- 
» tième de [a progression géométrique. » (De Seriebus 
ERfUrRUES, propositio IV.) 


( 230 ) s 
a+d= ae, d=afe—\), a+ nad=alr+n(e=r)|, 
a"—a—nd=a(e—\i)[(e"+e +... +i)—nx] 
Le membre à droite est toujours positif, soit que l’on 
prenne e supérieur ou inférieur à l'unité; donc on a 


toujours 
a + nd <Zae 


TP 


THÉORIE DES PARALLÈLES. 





M. Cabot, conseiller général, nous a adressé une dé- 
monstration de cette théorie, dont nous extrayons les 
réflexions suivantes. | 

« L’évidence est cette propriété qu'ont certaines vé- 
rités d’être saisies et admises par le sentiment, avant 
qu'aucune opération de l’entendement ait pu les faire 
admettre par l'esprit. C’est pour cela , sans doute, qu'il 
est difficile, quelquefois même à peu près impossible, de 
démontrer ces vérités ; car, quelque simple que soit le rai- 
sonnement que l’on produit, il ne sera jamais aussi satis- 
faisant et aussi clair, pour former notre conviction, que 
le sentiment même de ces vérités. Il est donc inutile de 
chercher à démontrer l’évidence, puisque le sentiment 
supplée, dans ce cas, avec avantage à la démonstration. 
Je dis en outre qu’il est nuisible de l’entreprendre, parce 
qu’en donnant une conviction moins facile à établir, cela 
fait naître des difficultés plus ou moins considérables. 
Ainsi, je crois que Legendre a eu tort de démontrer que 
tous les angles droits sont égaux entre eux, car cette dé- 
monstration n’était pas nécessaire. Ce fait de l'égalité de 
tous les angles droits , se présentant à chaque instant dans 
les démonstrations de la géométrie, est nécessairement as- 
sez important pour que les prédécesseurs de Legendre 
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eussent cherché sa démonstration, s'ils avaient pu croire 
que cette vérité pût être raisonnablement contestée. » 

Ces réflexions très-justes s'accordent avec celles de 
Pascal sur le même sujet. La démonstration de Legendre, 
non-seulement n'est pas nécessaire (c'est le 10° axiome 
d'Euclide), mais manque même de rigueur. | 

Pour démontrer les parallèles, M. Cabot admet que 
lorsqu'une droite a deux de ses points À et B inégalement 
éloignés d’une autre droite, ladroite AB, suffisammentpro- 
lonzéel rencontre la SALE droite du côté où est le moin- 
dre éloignement, et cela d’après le sentiment qu on adela 
rectitude; autant vaudrait admettre le 11° axiome d’Eu- 
clide. D'ailleurs il vaut mieux s’en tenir à cet axiome de 
M. Gergonne: Par le même point ne passe qu'une seule 
parallèle à une droite. C’est ce qu’il y a de plus simple en 
fait de sentiments. 











THÉORÈME DE M. STEINER 
SUR UN CERCLE TANGENT À UNE COURBE 


(voir t, XII, p. 119) ; 


Par M. FAURE, 
Officier d'artillerie. 





Si un cercle doit passer par deux points donnés et tou- 
cher une courbe de degré 7, le nombre des solutions est 
en général n (n +1). 

Prenons pour origine le milieu de la distance des points 
donnés, pour axe des x la droite qui joint les points. 
L'équation du cercle sera de la forme 


(1) a+ y —2$y =; 
B ordonnée du centre, 24 distance des points fixes. 


Appelant x, y les coordonnées du point de contact de 
ce cerele avec la courbe f(x, y) = o de degré 7, la nor- 
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male en ce point à la courbe sera 
| Fr 
de = Er Er X — T , 
ÿ A ) 


X, Y étant les coordonnées courantes. Cette normale doit 
passer par le centre de notre cercle; donc 


BF, —2fy;—7yf à 0%: 

J'élimine G entre cette équation et l'équation (1), il en 
résulte l'équation 

(e4 x — a) fe Hay (fr AVE 


laquelle combinée avec l'équation 

S(x,r)= 0 
fait connaître les coordonnées des points de contact. Or 
la première estde degré 7 +1, la seconde de degré n, donc 
le nombre de leurs points d’intersection est 7 (7 +1)en 
général. 





PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES COURBES PLANES. 
D'après M. STEINER. 





1. P,, P, étant deux points quelconques situés dans le 
plan d’une courbe de degré 7, les pieds des normales 
abaissées de ces deux points sur la courbe sont distribués 
respectivement sur deux courbes, chacune de degré », 
ayant en commun 2°—n+ 1 points fixes, savoir les 
(n — 1)° pôles de la droite située à l'infini , pôles pris re- 
lativement à la courbe donnée , et 7 points situés à l'infini. 

2. Le lieu des sommets de tous les angles droits cir- 
conscrits à une courbe de la classe x est une courbe de 
degré n° (*). 


{*} Dans les coniques, c'est un cercle double. 
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3. La développée d'une courbe de degré 7 est :. 1° de 
degré 3n(n—1); 2° de la classe 2°; 3° parmi ses 
3n(n—1)asymptotes, il y ena 3 situées à l’infini; 4° elle 
a n(2n— 3) points de rebroussement, 2n (3n—5) 


sommets (*), =n (7 —1) (n° + n —3) tangentes dou- 


bles parmi lesquelles = n (n—1) sont à l'infini. 


NOTE SUR LES FRACTIONS DÉCIMALES PÉRIODIQUES 


(voir page 115); 


Par M. COUPY, 


Professeur au Prytanée de la Flèche. 





C'est par erreur que l’on a inscrit le nombre non 
premier 265 vis-à-vis de ‘13 (p. 115). À cette occasion, 
nous räppelons un travail très-remarquable, très-complet 
de M. Thibault sur le même sujet (Vouvelles Annales, 


t. Il, p. 80); il s’y est glissé une légère erreur. ". donne 


35 chiffres à la période et non 9#, ainsi qu’on le dit p. 85 
où , ligne 5 en descendant, il faut lire neufau lieu de dix. 


een 


CONSTRUCTION GÉOMÉTRIQUE 
D'une ligne plane du troisième degré passant par neuf points donnés ; 
D'’arrÈs M. CHASLES. 








(Comptes rendus, 30 mai 1853, page 943.) 





À. Lemme. Etant donnés cinq points d’une conique et 
une droite dans le plan de la conique, on peut construire 


(*) Le sommet est le point où le cercle de courbure à quatre points én 
commun avec la courbe. 
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géométriquement les intersections de la droite et de la 
conique sans décrire la conique. 

2. Lemme. Étant donnés quatre points dans un plan 
et le rapport anharmonique d’un faisceau passant par ces 
points on peut construire géométriquement les sommets 
des faisceaux homographiques passant par ces points, 
sommets situés sur üune conique passant par les quatre 
points donnés. 

3. Lemme. Étant données deux coniques dans le même 
plan, chacune par cinq points, si, de plus, trois de ces 
points sont communs aux deux coniques, on peut con- 
struire géométriquement le quatrième point d’intersec- 
tion des deux coniques sans décrire ces coniques, et ce 
point est unique et toujours réel. 

4. Prosiime. Étant donnés neuf points d’une courbe 
plane du troisième degré, trouver deux faisceaux homo- 
graphiques F' et F?, dont les intersections donnent {a 
ligne du troisième degré passant par les neuf points 
(t. XII ,-p: 360). 

Solatt Soient &,, @o, A. …, &, les neuf points don- 
nés et À , B, C les trois coniques déterminées, 

A par les points 4, @:, @;, @;, &s, 
B — As Ars AS A0 


à 
C _ (Lu le 18 CS TE OS 


ct une- conique indéterminée D passant par les quatre 
points is ds) A3, 3, Les quatre coniques ayant quaire 
points en commun appar tiennent à un faisceau F? (t. XIT, 
p- 358 et 359). 

Les quatre polaires d’un point quelconque pris dans le 
plan par rapport aux quatre coniques sont un faisceau F! 
homographique au faisceau F?, et dont le rapport anhar- 
monique est constant, quelque part qu'on prenne le pôle. 
S1 l’on cherche un point P fixe tel, que les quatre rayons 
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Pa;, Pas, Pa;, PK forment un faisceau Q/ homogra- 
phique au faisceau des polaires, ce faisceau Q' sera aussi 
homographique au faisceau F?. 

Le quatrième rayon PK coupe la conique variable D 
correspondante en deux points; la suite de ces points est 
sur une courbe du troisième degré passant par les sept 
points &, &2,..., a, et par le point P (t. XIE, p. 360). 
Le point P est arbitraire, mais si l’on prend le point P 
sur la conique M passant par les points a,, 46, a;, as et 
tel, que le faisceau Pa;, Pas, Pa;, Pas soit homogra- 
phique au faisceau des quatre polaires, il est évident que 
la courbe du troisième degré passera alors par les huit 
points &;,@2:,..., & et encore par le point P. Construisons 
de même une conique N passant par les points a;, as, 
a, @& et telle, que le faisceau Pa;, Pa,, Pa;, Pa, soit 
homographique au faisceau dés quatre polaires; les co- 
niques M et N ont en commun les points a;,a,, as et 
encore un quatrième point (lemme 9); prenant ce qua- 
trième point pour P, la courbe du troisième degré , donnée 
par l'intersection du faisceau F? et F° ayant pour som- 
met P, passera par les neuf points 4, , &;, a3,..., 4; ce 
qu'il fallait faire. 


SOLUTION BE LA QUESTION 301 


(voir page 138); 


Par M. WOEPCKE. 


———— 


Soient huit points quelconques arrangésen deuxgroupes 
a;b,c,dete,f,g,h. Désignons par C., Cr, G,, C 
des coniques ayant en commun les quatre points a, b, 
C, d et passant respectivement pare, f, g, h. On con- 
struit facilement la conique Z, lieu d’un point p tel, 
que le rapport anharmonique des rayons pe, pf, pg, ph 
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soit égal à celui des coniques C, , Cr, C;, Cr. Prenons 
sur la circonférence de È un point p, et construisons , 
d’après le mode de description dû à M. Chasles (Comptes 
rendus des séances de l’Académie des Sciences , séance 
du 30 mai 1853), une courbe du troisième degré passant 
par les huit points a, b,c,d,e,f, g,h, en prenant p, 
pour centre du faisceau de droites. Cette courbe passe 
par P. et rencontre la conique Zen e, f, g, h, p, eten 
un sixième point Z. Prenons ensuite pour centre du fais- 
ceau de droites un second point p, de la circonférence 
de Z, et construisons pareïllement une courbe du troi- 
sième degré passant para, b,c,d,e,f,g, h. Je dis 
que cette courbe passe aussi par 2. En effet, les rayons 
P20 ; Pafs Pas» Pah, pan correspondent anharmonique- 
ment aux rayons p16, Pi fr PiS Piles Pin, étant issus 
de deux points de la circonférence d’une mème conique, 
et, en vertu de la construction de la première courbe 
du troisième degré, pie, pif, P1S: P1hk, pan correspon- 
dent anharmoniquement aux coniques C,, C;, C,, C:, 
C,. Par suite, le rayon p, n et la conique C, , qui l’un et 
l'autre passent par 2, se correspondent anharmonique- 
ment; donc x est aussi un point de la seconde courbe du 
troisième degré, c’est-à-dire 7 est le neuvième point en 
lequel se coupent toutes les courbes du troisième degré 
qu'on peut faire passer par les huit points a, b, c, d,e, 
J: &, h. Maïs n est situé sur la conique Z, donc le rap- 
port anharmonique des quatre rayons ne, nf, ng, nhest 
égal à celui des quatre coniques C,, Cr, C, , Cr. c. Q. F.p. 

La solution de la question 302 est une conséquence 
immédiate de la précédente. 


UT 4 
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D" INTERSECTION DE CONIQUES; 
#6 Par M. WOEPCKE. 


Étant donnés cing points a,b,c,p,q d’une conique 
et cinq pointsa,b,c,r,s d’une seconde conique, ces 
coniques ayant en commun les trois points a, b, c; 
trouver le quatrième point d’intersection sans décrire 
les coniques. 

Solution. On mène une droite quelconque L coupant 
la première conique en m et m, et la seconde conique en 
et 72, points qu'on sait construire sans que les coniques 
soient décrites, et soit o l'intersection des deux droites L 
et ab; soit o, le sixième point de l’involution m, m,, 
ñn, M, 0, 01; l'intersection de la droite co, avec l’une ou 
l'autre conique donne le quatrième point cherché. 


SUR LES CONIQUES POLAIRES ET LES SECTIONS CYCLIQUES : 
D’aprës M. R. RUBINI, 


Professeur à Naples. 





1. Soient les trois équations 


Éteu — «?), ptet mu), r'=2mu. 
a 





Pis 





r est un rayon vecteur et u l'arc correspondant; a, &, m 
des constantes données. Les trois courbes passent évidem- 
ment par le pôle. La première courbe (ellipse polaire) 
est une courbe fermée ; la seconde courbe (hyperbole po- 
laire) a deux branches infinies en hélice; la troisième 
courbe (parabole polaire) a une branche infinie en hé- 
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lice. Les constructions offrent un exercice et des lieux 
géométriques instructifs. 

La quadrature se ramène à des arcs de cercle, et la rec- 
tification, comme on s'y attend, à des fonctions ellip- 
tiques. La discussion des constantes présente quelques dif- 
ficultés que Le savant calculateur surmonte avec habileté. 

2. Sur une section cyclique faite dans une surface du 
second degré prenons un point fixe O et un point quel- 
conque M sur la surface; la projection de OM sur le plan 
de la section rencontre le cercle en un second point ©’. 
Soit m le point de rencontre des trois hauteurs du 
triangle MOO"; appelons M et m points correspondants. 
Soient trois autres points N, P, Q situés aussi sur la sur- 
face, et n,PpP;,;q les points correspondants ; on a ce théo- 
rème : 

Le volume du tétraèdre MNPQ, divisé par le volume 
du tétraèdre mnpq, est constant quels que soient les 
points M,N,P,Q. 

3. Si les points M, N, P, Q restent fixes et que le plan 
cyclique se meuve parallèlement à lui-même, le volume 
du tétraèdre mnpq reste constant. 

4. Par le point O menons dans le plan cyclique deux 
droites O0", O0”, perpendiculaires entre elles, et éle- 
vons en O une perpendiculaire OR au plan cyclique. 

Si les axes de la section faite par le plan ROO' font 
des angles de 45 degrés avec OO, et de même les axes de 
la section faite par le plan ROO”, avec la droite O0, 
alors le tétraèdre MNPQ estéquivalent au tétraèdre #npq: 

Ÿ. Dans un paraboloïde de révolution les GEL points 
mn, p, q sont dans un plan normal à l'axe; plan 
RAT du plan cyclique considéré d’une longueur ‘éaté 
au paramètre de la parabole génératrice. Ces théorèmes, 
ainsi que les suivants, sont démontrés analytiquement. 

6. L’axe d’un cône du second degré est l'intersection 
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des deux sections principales, majeure et mineure, qui 
passent par le sommet. Par un point quelconque de cet 
axe, menons.un plan À variable, maïs toujours perpen- 
diculaire à cet:axe; ce plan coupe le cône suivant une 
ellipse, et les deux plans cycliques qui passent par le som- 
met suivant deux droites. Les lieux géométriques des pôles 
de ces droites, pris par rapport à l’ellipse, sont deux 
droites passant par le sommet. Désignons ces droites par 
le nom de rayons polaires des plans eycliques. 

Lemême plan À coupe les deux droites focales en deux 
points; les lieux géométriques des polaires de ces points, 
pris par rapport à l’ellipse considérée, sont deux plans 
passant par les sommets; nous les désignons par plans 
polaires des lignes focales. Ce sont les plans directeurs 
de MM. Briot et Bouquet (Lecons nouvelles de Gréomé- 
trie analytique , page 416). Ces définitions posées, on a 
ces théorèmes. 

Taéorkme. Dans tout cône du second degré dont la 
section principale mineure est égale à un angle droit, 
le produit du cosinus des angles que forme une généra- 
trice avec les deux rayons polaires des plans cycliques 
est égal à la moitié du carré de la cotangente de la 
moitié de l’angle de la section principale majeure. La 
somme des angles que fait un plan tangent quelconque 
avec les deux rayons polaires est égale à un angle droit; 
la tangente de l'angle que fait un rayon polaire et un 
plan tangent, multipliée par le carré du cosinus de 
l'angle que fait le méme rayon avec la génératrice de 
contact, donne un produit constant. 

Observation. On entend par angle d’une section l’angle : 
que font les deux génératrices situées dans cette section. 

7. Taéorime. Dans tout cône du second degré les. 
distances d'un point du cône à une focale et au plan + 
polaire de cette focale sont dans un rapport constant. 
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8. Pour démontrer le théorème du K 1, l’auteur part 
de l'équation | 


(1) æ(a— x) + By) + À? + Éys P'OCÉODIE 


axes rectangulaires; les coordonnées du point M étant x’, 
? (ET RME RER 


y',z',cellesdupointmsontx", y”, : 


ce qui donne, vu l'équation (1), 
ANT 
Az + By + Cxr'+ D—=—7; 
et, par la méthode des déterminants, on déduit facilement 
les théorèmes énoncés. 
Les théorèmes sur le cône s’établissent à l’aide de l’é- 

quation suivante du cône 

x? Es 

ER RUE D A fre 0, 
axes Lane a est la tangente du demi-angle de 
la section majeure et b la tangente du demi-angle de la 
section mineure. Alors 





a — b? 
Éc € 1 f e 6—sunie dis == Le + 3 
quations des focales 3 V 0 
— des plans cycliques. y =Æb M 2, 
6 | 14 
= ded'elhpsé”-w#re#e Se 
— des rayonspolaires. y =—+b14/=—7 
yonsp J V UE 10 


— des plans polaires... x — Æ a? VS Pipes, . 
Ces élégants résultats sont l’objet de deux MéHes 
insérés, le premier en janvier 1853 et le second en 
juin 1854, dans les Ænnali di Scienze matematiche e 
fisiche, publiées à Rome par le célèbre géomètre Barnaba 
Tortollini, recueil qui entretient le feu sacré*dans la 
patrie de Galilée. C’est lTtalie. 
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SOLUTION BE LA QUESTION 293 (J.-A. SERRET) 


(voir t. XIII, p. 814); 
Par M. Ancero GENOCCHI. 





Je m'appuierai sur la proposition suivante : 
Lemme. Soient 7 nombres entiers a, b,..., k; m leur 
somme ; p un nombre premier, et faisons 


Je dis que si tous les nombres a, b,..., k sont divisibles 
par p — 1 et forment une somme m< p"—1, M sera 
divisible par p. 

Pour le démontrer, j’observe : 1° que l’exposant de p, 
dans tout produit continuel 1.2...N, est la somme des 
quotients entiers 1, 2, qe, etc., obtenus en divisant 
successivement N par p, p°, p°, etc., ou, ce qui re- 
vient au même, en divisant N, puis g:, puis q:, etc., 
par p (Lecennre, Théorie des nombres, 1. 1, p. 10); 
2° que si plusieurs nombres étant divisés par p donnent 
les quotients 9, q’, q”, etc., et les restes r, r',r",etc., leur 
somme , divisée également par p, donnera pour quotient 
g+g'+q" +... et pour reste r +1 +r" +... lors- 
qu'on aura 


r+r rt +, Cp, 


et, dans le cas contraire, donnera un quotient supérieur 

àqg+q'+qg"+.... I s’ensuit que pour obtenir une va- 

leur de M non divisible par p, p devant alors monter à la 

même puissance dans le numérateur et dans le dénomi- 
Ann. de Mathémat., t. XIV. (Juillet 1855.) M5r0 
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nateur de M, on aura à considérer les équations 


M = Hop + Mo, Lo—baiPp FM, Mi baP + Miss, 
a = XP + @; Lo = PET Gisele, 
DB PEENE Bi SI PRE 
et 27 2 TP dr 4 as I CS 


formées avec les quotients et les restes positifs ou nuls 
qu’on trouve en divisant par p, et il faudra supposer 


Lo Re silo th 9 ER pi M = A + bo +... +, 
puis 


a = Qu brie ie M=da+b +... +4, 
Bi C2 + Pr He + Yi, M = A +b+.. + k, 


] 


Mo + M +M +... = a+ D bi+. STD 


Mai ë 
ais on aura en meme temps 


M—= Mo + Mp + MP +..., 
AZ AG +AaAPpP+ ap +..., 


D'ailleurs, si a est divisible par p —1, il en sera de 


même de la somme > a;, puisqu'on trouve 


a— a (p—1)— @(pt—1)— a (pr) =. 
= dj + 4 + dt ++. 


cette remarque s'applique aussi à > PISE > k;. Donc, 


en vertu de l'équation précédente, la somme 


MG MIT Mrtire 
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ne sera pas inférieure à 72 (p — 1). Or les restes m;, sont 

tous inférieurs à p; donc le nombre de ceux qui ne sont 

pas nuls sera au moins égal à 7 : d’où l’on conclut 

que la valeur de m doit contenir des puissances de p su- 

périeures à p"—?. Si elle contient seulement p"-!, les coef- 
 ficients m1; seront tous égaux à p — 71, sans quoi leur 
somme serait <7 7 (p — 1), et l’on aura 


m=—= {(p—1)(1 He p+p+. HP) =pe— ir; 


‘si la valeur de m contient p" ou des puissances supé- 
rieures, m2 sera plus grand que p” — 1. Donc enfin, si 
M n’est pas divisible par p, le nombre m ne sera pas in- 
férieur à p" — 1. DAONLES (Le 

Remarque. Si m était égal à p°—1, on pourrait 
prendre, par exemple, 


DD 1, 0 pipi); c—=pip—1),..+, 
k = pr '(p —1), 
et alors M ne serait pas divisible par p (*). 
Cela posé, soit un polynôme 


X—= 4 +ax+a3£ +H..:+ ana" !, 


qui acquerra p” valeurs distinctes en donnant à chaque 


(*) En représentant M par (a, b,..., k), on a identiquement 
Adi Email, DR), 


et, par suite, a M est divisible par ». [l en sera de même de bM, cM,.…., 

. AM, en sorte que si w désigne le plus grand commun diviseur des nombres 

a, b,... k; alors m divisera le produit & M. Ce théorème a été donné par 

M. Cauchy ( Comptes rendus, t. XII, p. 707). On en déduit que si m est 

une puissance du nombre premier p, toutes les valeurs de M, c’est-à-dire 

tous les coefficients du développement de la mième puissance d’un poly- 

_ nôme, autres que 1, sont multiples de p: d’où résulte immédiatement 

un lemme employé souvent dans la théorie des congruences irréductibles, 
savoir que, f(x) étant un polynôme à coefficients entiers, on a 


n n 
(f(x) FA ) (mod. p). 
(Serrer, Algèbre supérieure, 2€ édition, p. 397.) 


16. 
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cocfficient a; toutes les valeurs o, 1,2, 3,..., p —1. Éle- 
vons ce polynôme à la puissance m et considérons un 
terme quelconque du résultat ordonné suivant les puis- 
sances de x. Si tous les coefficients a, ,a, ,...,a, n’entrent 
pas dans ce terme, s’il y manque par exemple &;, alors, 
en ajoutant les p valeurs de X” qui correspondent aux p 
valeurs de a, et à une combinaison déterminée des autres 
coefficients , on trouvera p fois ce même terme. Si dans 
ce terme l’un, a;, des coefficients est élevé à un exposant r, 
qui ne soit pas divisible par p — 1, dans la somme des 
mêmes valeurs de X”* ce terme acquerra pour facteur la 
somme 0 +1 +2 +... + (p — 1)", qui est, comme on 
sait, divisible par p. Enfin, si le terme qu’on considère 
renferme tous les coefficients a; , &,..., a, élevés à des 
exposants divisibles par p —1 , il sera affecté d’un coefh- 
cient numérique M, qui, en vertu du lemme, sera divi- 
sible par p tant qu’on aura m <[p" — 1. On conclut de 
là que, si m est plus petit que p” — 1, la somme de toutes 
les valeurs de X” ne renferme que des termes ayant p 


pour facteur. Ainsi, dans ce cas, > X" égale un mul- 


tiple de p. | 

On voit immédiatement pour 7 = 1 et pour 7 — 2 que 
cette égalité n’a plus lieu lorsque m — p"—1,et, pours’en 
assurer, en général, on peutavoir recours à la théoriedes 
congruences irréductibles exposées dans-la nouvelle édi- 
tion de l’ Algèbre supérieure, 25° leçon. En effet, on dé- 
montre qu'il existe toujours une fonction entière F (x) 
du degré r à coefficients entiers, pour laquelle on ne 
saurait avoir dentiquement | 


g(x)Y(z) = F(x)+px(x); 


p(x), d(x), x (x) désignant trois polynômes à coeffi- 
cients entiers; et qu'alors, pour chaque valeur de x, zéro 
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excepté, on peut poser 
A(R)P (x) = Xi + px(z); 
Jet y désignant des polynômes à coefficients entiers, m 
étant égal à p"— 1, et en supposant que le coeflicient de 
x" dans F{x) soit réduit à l’unité. Il s'ensuit que, si 
l’on prend pour x une racine de l'équation F (x) — 0, 
on aura, pour ces p" — 1 valeurs de X, la congruence 
BOT (mod. p), 


el, par conséquent, 


D X"=p" —1æ— 1 (mod,p), 


- 9 . . m À . 
et qu'ainsi > M" ne sera pas multiple de p: 

Si l’on suppose que x représente un nombre entier 
quelconque, on verra aisément que D X" sera toujours 


multiple de p , excepté dans le cas de 2 — 1 et m—p—1. 


SOLUTION DE LA QUESTION 259 


(voir tome X, page 357); 


Par M. ANGELOo GENOCCHI. 





En remplaçant la variable y par la nouvelle variable f, 
au moyen de la supposition 


(æ! ae a) y? 
x? — y? ? 


fiers 0 
e— 
le) TZ ro 2 Va» 


a e—t dt 
— em ,%x CET « ve creme if} | 
| Vz | (at —at+e) Nate 


l'ame 


il vient 
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et cette expression fait coïncider la formule proposée 
avec une autre que M. W.. Roberts a obtenue en trans- 
formant une intégrale double par la méthode des coor- 
données elliptiques (Journal de Mathématiques pures 
et appliquées, 1. XVIT, p. 120). 


DÉMONSTRATION D'UN THÉORÈME DE M. BRIOSCHE 


(voirt. XII, p. 352, et t. XIV, p. 96); 
Par M. Anceco GENOCCHI. 





Soit l’équation 
Mots ds LE A id D de ln = 


et nommons S, la somme des r?”"* puissances de ses ra- 
cines. Les formules connues de Newton montrent ques, 
est une fonction entière des coefficients a;, et que la 
puissance a s’y trouve multipliée par (— 1)”, car on 
trouve 


ie de 2 ET 3 
Si = — di, Ss—= 4; — 243; SZ 7/40 +. . 


et l'on reconnaît sans peine la généralité de cette loi. 
Maïs si l’on fait 
1 S: 


= M ro Li ot.) 
si 


S; Sr 
on transforme les formules de Newton dans les suivantes: 
Li Lo Li ON 
2 A2 Lo + AL + Li = O0, 
3 43 Lo + A Li + ln + ss = O,... 
(r— 1)a@ to + da + Grid He + dr 


Or Lo Fr Fr Lo He. + Tr =, 


0; 


I 


où 4; est censé égal à zéro lorsque > 7. On voit done 
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que S, sera égal, abstraction faite du signe, au détermni- 
nant À,, diras des valeurs dei: r inconnués Lo; 
Li, X,_1 dans ces r' équations, et comme, suivant 
une convention reçue, le terme a" sera positif dans le 
déterminant À,, on conclut de là 


S,—(—1}A,. 


Remarque. M. Cauchy a démontré d’une manière fort 
simple dans les Comptes rendus, 1. XII, p. 701, la for- 
mule de Waring qui donne les sommes $, en fonction des 
coeflicients a; et celle qui, réciproquement, exprime ces 
coeflicients en fonction des sommes S,. Lagrange déduit 
l'expression de S, d’une série dans laquelle on ne doit 
retenir que les puissances négatives de w, l’équation pro- 
posée étant mise sous la forme 


z=u+f(x). 


On peut demander ce qu'il faut substituer au théorème 
de Lagrange lorsqu'on suppose le paramètre u — o et 
l'équation réduite à 


x = f(x) Ë 


on trouvera aisément qu'alors, en laissant w indéterminé 
dans la série, il faut retenir seulement les termes indé- 
pendants de uw. 

Je profite aussi de cette occasion pour renouveler une 
observation que j'ai déjà faite. Le théorème sur la réduc- 
ion des fonctions rationnelles z0n entières d’une ou de 
plusieurs racines à des fonctions entières des mêmes ra- 
cines a été démontré par M. Gauss dans un Mémoire 
de 1814 qui fait partie du tome III des Commentationes 
Societatis Gotten gensis recentiores (voyez les Mémoires de 
Mathématiques, page 53 ,n° 11. Le Mémoire de M. Gauss 
est intitulé : Methodus nova integralium valores per 
approximalionem inveniendi). West vrai qu'on n’y parle 
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e 2 L2 LL L2 
que des fonctions d’une seule racine, mais on sait que les 
autres cas se réduisent à celui-ci. C’est pourquoi il me 
semble que le théorème en question n’est pas dû à Wantzel, 


SUR LA QUESTION 81 


(voir t. XIII, p. 132); 


Par M. ANGEzo GENOCCHI. 





L'exemple des paraboles et hyperboles cité dans la 
note de la page 135 montre que la spirale logarithmique 
n'est pas la seule courbe qui puisse être égale à sa polaire, 
Ayant obtenu | 


ARIANE re 


— 
ROAD TAN EN Le 


(9) F(a—o) 
on a conclu que, lorsque les fonctions f et F sont identi- 
49) 
F(+) 


serait juste si l'angle « était arbitraire ou si les angles o 
et w étaient indépendants ; maïs ces conditions ne sont 
rien moins que nécessaires. Ainsi, pour la parabole 





ques, le rapport est constant, et cette conclusion 


sin 4 





a 2 
» 2 N 
cos? 


on trouvera 
cote —— 2tangw, 


équation qui lie entre eux les angles + et w, et, de plus, 


sin (27 —w). 


cos? (2r — o)’ 








RES es 
donc, en prenant 


F—=—-s 423 
2 ? 
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les fonctions f et F seront identiques, maïs le rapport 


/ 
; = cot -+ 2tang p 


ne sera pas constant. Cela étant, la question 81 est en- 
core à résoudre, car il ne suffit plus de remarquer que la 
courbe p — tango n’est pas une spirale logarithmique, 
pour en déduire qu’elle est différente de sa polaire. 

Je chercherai la polaire de cette courbe par rapport à 
une conique quelconque 


ax? + by? + 2cxy + 2 dx + 2ey + f— 0. 
L'équation de la polaire d’un point (x,, y1) sera 
art + byy+c(zr + x y)+d(x +x)+e(ÿ+r)+f=o, 
et, en posant 


ax + cy + d by +cr+e 
JON V6 
dx + ey + f dx + ey +f 


on la mettra sous la forme 


D, + UP = 1. 
Soient 
Ti PCOSY, Ji —=psiny, 
il viendra 
p(£cos® + usin®) =1 


Si donc le point (1 , Yi) est pris sur la courbe proposée, 

cette équation, jointe à p — tang et à leurs dérivées rela- 

tives à p et, donnera l'enveloppe des polaires, c’est-à- 
dire la courbe polaire demandée. On trouvera 
ap 


dp : : 
TRES usine) —p(ésine — ucosv), de = ot: 





et, par suite, st de 








Lu 27 
GENE p) = p (tp —«), 


ou 
D 2u p+ up ls 
d’ailleurs 


= Vi + p'; 


ainsi il s'agira d'éliminer p entre les deux dernières équa- 
tions. On a 


p(t+up)= 





cos (9) 


tHoup——up,, up(i+p)—=—(t+ up}, 
p'(e+up}f =1+p", 


et, en multipliant membre à membre, 


(t+ up)(t + aup) = 
d’où 

Qurpt—i1—t# — Stup, 
et successivement 


up = up(je+2)—3t(1—6)—=— Au(t +oup). 


Résolvant cette équation par rapport à p, on formera les 
valeurs de t+ up ett + aup, qu'on substituera dans 


(t + up)(t+aup) = 
et 1l viendra 


L'(e+8)(4u +4 +b)= (Bu + Te +2}; 


enfin on remettra dans celle-ci les expressions de£ et u, : 
ce qui donnera une équation du sixième degré représen- 
tant la courbe cherchée. Or la courbe p = tango ne monte 
qu'au quatrième degré; on trouve, en effet, 


© 


2 NAN ae ne € OR: 
Ti Yi — 5% Où fn Ac Ti). 
| 


Voyons si l’équation de la polaire admet 1 un diviseur ra- 
tionnel du quatrième degré. 


(Na91,) 


.On peut représenter les expressions de £ et u par 


Zi Z» 
ER UT —» 
Z ù Z 


où Zz,Z,, z: désignent trois fonctions linéaires de x et y 


(p- 249): 


En faisant 


T=r(r+8)(4{uw +4 +5)—(B8u + +2), 
X=z2(2+82)(427 +42 +52) — (82, +72 +22)7!, 


on aura 
ARE LS, 

et X — o sera l'équation de la polaire. Si donc X a un di- 
viseur rationnel de X’ du quatrième degré, on fera 

> SE UE 
et l’on aura 

PS 2 REX 

Mais il est facile de s'assurer que les expressions detetu 
donnent 


P; Vo 
L——3 Y—=—-) 
[4 [4 


où Ÿ, #1, #, désignent trois fonctions linéaires de £ et u, 
et il s'ensuit 
Eh HE PT 
NES D EX Pete TES 


T'et T” étant deux fonctions entières de t et u, la pre- 
mière du quatrième et la seconde du deuxième degré; on 


aura donc 
1% — Lez)=$ TL ; 
où Yz sera égal à 


ac? + bd? — 2cde — f (ab — c’), 
comme on peut le vérifier, et T admettra un diviseur ra- 


tionnel T” du deuxième degré. Ce diviseur ne sera pas 
indépendant de t, puisque dans'F le coeflicient de 4° est 4, 
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ni de u puisque le coefficient de u* est — 64. Soit 

T'= At+ Pr+OQ, 
et remarquons que si P n’est pas nul, T admettra aussi 
pour diviseur At? — Pr+Q, car T ne change pas lors- 
qu'on change le signe det; par conséquent, T aura pour 
diviseur le produit 

(A+ PrI+Q)(4P—Pr+Q)= (GE +Q)—P'#, 
puisque ces deux facteurs ne peuvent pas avoir de diviseur 
commun, leur différence étant 2 P£ qui n’a pas de divi- 
seur commun avec T. Or si la fonction 
(HP ONE PILE 

ne se réduit point d'elle-même au deuxième degré, en di- 
visant T par cette fonction, on trouvera un quotient'du 


deuxième degré et de la forme kf + Q, qui sera aussi 
un diviseur de T'. On peut donc supposer 


P'= 0er TAN 


et il faudra que l'équation T — o devienne identique en 
faisant : 


> 


où g sera une fonction de w ne dépassant pas Île 

deuxième degré; on trouvera, par cette substitution, 

EN 
7 

et, par suite, g étant un diviseur de (1+ 4u?)° ne pourra 

être que de la forme k (1+ Au?) ; mais cette valeur ne 

rendra pas l'équation identique (*). Donc l’équation de 


= (9 +8)(4u +4q+5) —28(1+ 4u)—4f0g, 





(*) Les théorèmes sur la divisibilité des polynômes sont démontrés, d’a- 
près M. Lefébure de Fourcy, dans l’Algèbre de MM. Choquet et Meyer. 
On peut suivre, pour le même objet, la marche que j'ai indiquée pour 
des théorèmes d’arithmétique (t. XIII, p. 426), et qui est applicable aussi. 
pour démontrer les propositions fondamentales des congruences irréduc- 
tibles (Algèbre supérieure, p. 345, 2° édition). 

r 
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Ja polaire n’a aucun diviseur rationnel du quatrième degré 
et la courbe proposée n’est jamaïs égale à sa polaire (*). 
En réduisant la conique directrice au cercle 


| a+ pi ri, 
on aura 


et l’on pourra transformer l'équation t — o en 


Gens) (et Veeert) (ee Ver), 


équation assez simple de la polaire. La discussion de la 
polaire peut être ramenée à cette équation, même dans 
le cas général; d’ailleurs, en faisant 

HN ST CUT UT. 
on rabaisse T au deuxième degré par rapport à chacune 
des variables £’ et u”. 

On confirme les résultats précédents en cherchant 
combien de tangentes on peut mener d’un point (x,y)a 
Ja courbe donnée; en effet, pour déterminer l’abscisse x, 
du point de contact, on trouvera l'équation du sixième 
degré 

gi (xx — x + 2x) — y'(1— x) — 0. 

Je remarquerai qu'en général on obtient facilement 
l'équation différentielle de la polaire réciproque d’une 
courbe donnée. Soit | 


MI? + nÿ = 1 


L: 
la conique directrice, on n’aura qu'à remplacer, dans 
dy 


l'équation de la courbe donnée, x par ——"”- et 
tr Ë AE AE m(xdy— ydx) 





(*) Nous avons donné cette longue disenssion comme exemple très- 
utile, d’un fréquent emploi dans la discussion des courbes, lorsqu'il 
s'agit de reconnaître si une équation représente une courbe ou le système 
de plusieurs, EUTX. 
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dx "à ; 
On employant les coordonnées de 


JR n(xdy — ydx) 


T . , . * 
M. Hesse =; 2; soit F — 0 léquation homogène de la 
LORS 


courbe donnée et o — o celle de la conique directrice; 
soit (F') ce que devient F par les substitutions 
x sx +ta", psy +tyl, 2 sx +447. 
En éliminant s, t entre les dérivées 
AFRO CE EE 


2 — O0; 


ds dt 


on trouvera une équation de degré 72 (n—1) (72 étant le 
degré de F) entre les binômes alternés[x’y"],[y!2"], 
[ z'x”], qui deviendra celle de la polaire si l’on remplace 


A y «1 OPA ARE 
ces binômes par les valeurs des dérivées Ms és ES 
| delta" dr 


(voyez t. VIIT, p. 120). 


SOLUTION DE LA QUESTION 500 


( voir page 137 ); 


Par M. PAINVIN, 


Docteur ès Sciences mathématiques. 





Trouver une fonction de a, b, c, d, telle, qu’en y 


LL] . . CRE E l L2 
faisant b — a, elle devienne ——"—, et en y faisant 
| 2(c+d) 
à a — b 
c — d, elle devienne —————. 
a (a À b) 
Soit f(a,b,c, d) la fonction cherchée; posons 
a — b c—d 
Li = 
a Per dia Le ein 
«d’où 
I1+2x 1 +2 
= 9 € —"d ae mr | 
1—2x 1—2Y 


mn 
Le) 
Qt 
OX 

Sd 


alors 








02 À 


…s «Ar 


fi } 
fla,be, DES pa 2, à) 
te I1— 27 


== Féx, 7. b, HE 


Il s’agit de déterminer F par la condition que pour x — o 
elle devienne y et pour y — o elle devienne x. 


| à dE +) dF += Pl: dE 
dx A sa ‘dx? }, 
BE En 
dx dy ), FC D 
dF dE 
(1) Fx, 2, D, d)= {+ ne ne (e | 
b? {dE d'F 
e ET 4 HS ei) 
d? : 
Men. T Fe 


{ }o indiquant qu'on a fait, dans la fonction renfermée 
entre parenthèses, 
MNO TO 0 D NT EC 


? 


Pour y =0,F(x,7, b, d) doit devenir x ; introdui- 
sons cette hypothèse dans l'identité (1), on devra avoir 
encore une identité en y, ce qui fournira les conditions : 


(2) (F,) + 6 (TS). LA (D) + ra ER, 
(5) ae (& 


ve) 
CES Fe ie = 


Pour y = 0, F(x,7y,b, d) doit se réduire à y, ce qui 
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fournira les nouvelles conditions 


dE\ En: LR 
dy ct d dy? CLÉ : 


dE pt drF 6: 
None de) OR 


Remarquons que l'équation (2) exprime que 
Fi010.10841—0: 

c'est-à-dire que F(x,7, b, d) se réduit à zéro lorsqu'on 
y fait à la fois x == oet y = 0, ou bien que F(a,b,c,d) 
se réduit à zéro lorsqu'on y fait à la fois a = b et c = d. 

En vertu de ces relations F(x,7, b, d) prendra la 
forme | 

| F(x,r,b;d)=2+y 


(5) d’E ue d'F ar d'EF 
[+= dxdy}, 122 \dr'dy},0tr.2 \da&drt EE 


Or, dans tous les termes renfermés dans cette paren- 


(4) 











thèse, on a 


et, par suite, 

aâ—=o0, C—oO, 
puisque x et y sont quelconques. De plus, les coefficients 
des différentes puissances de x et y ne sont assujettis à 
aucune condition, et sont, par conséquent, entièrement 
arbitraires ; donc l'expression entre parenthèses est une 
fonction arbitraire des seules variables x et 7 qui se ré- 


duit à | 


dx dy 
ET Y,0,d)=x+y+ayp(x, y), 


), pouræ=oety =. 


étant une fonction arbitraire de xeiy, satisfait done 
à toutes les conditions de la condition; il est d’ailleurs 


facile de le vérifier. 
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Par conséquent, 
rhést a (a— b\(c— d) 


ÉRROE PE CEE pen B l2{(c+4) (a +b)(c+ 4)? 


est la fonction la plus générale qui satisfasse à la question. 
Il est bien évident que nous pouvons prendre pour ® une 
fonction arbitraire de a, b,c, d'en l’assujettissant à la 
seule condition de ne pas devenir infinie lorsqu'on y fait 
a = b ou c — d; condition nécessaire pour pouvoir em- 
ployer le développement (1) et qui d’ailleurs était imposée 
par l’énoncé même de la question. 
On a donc définitivement 


__ac—bd+{(a—b)(c—d)M 
a+ 0tc+d) 


? 


M étant une fonction quelconque de a, b, c, d. 
Note du Rédacteur. Dans une lettre à Huyghens, 
Leibnitz pose la question et donne pour solution 


ac —- bd 
(a+ b)(c+d) 
cas particulier AE 


SOLUTION DE LA QUESTION 299 


(voir page 137 ); 


Par M. PAINVIN, 


Docteur ès Sciences mathématiques. 





Pour démontrer la proposition , il suffit de faire voir 
qu'on obtient des restes, tous différents, en divisant 
par p les nombres, soit d’une même ligne horizontale, 
soit d’une même ligne verticale, soit d’une même diago- 


(*) Prochainement une autre solution très-simple par M. Murent. 
Ann. de Mathémat., t, XIV. (Juillet 1855.) 17 
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nale. En cflet, deux termes quelconques d'une même 
ligne sont de la forme 
k+ gr, k +gq'r, 
où 
k ou A'<p, qou g'£p—1, r<p—2, 

et où 

k! est différent de K et g' = q, pour les lignes ho- 
rizontales ; 

k'=— ket g' est différent de q, pour les lignes ver- 
üicales ; 

3°. q—k—1eqg —k" — 71, pour la diagonale par- 
tant du sommet supérieur à gauche; 

4. g =p—keag = p—Kk, pour la os par- 
tant du sommet inférieur à gauche. | 

Or, si Q et Q',R et R' sont les quotients et les restes 
LR de la division de 4 + gr'et k! + g'r péfip, on 
aura ‘ 
k+gr=Qp+R, + g'r=Q'p+R'; 
si l’on supposait R — R’, on déduirait de ces égalités 

K—Ak+(g —g)r=(Q — Q)n: 

Or cette équation est impossible dans les quatre cas 
précités, puisque p, nombre premier, diviserait le second 
membre sans pouvoir diviser le second. 

Le raisonnement est en défaut pour l'hypothèse par- 
üiculière 

Q—Q'—0; 
mais alors les restes sont respectivement égaux aux nom- 
bres eux-mêmes À + gr, k'! + q'r, lesquels sont inégaux, 
comme il est facile de s'en assurer dans chacune des hypo- 
thèses précédemment énoncées. | 
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SUR L'ÉLIMINATION 


(voir t. XIII, p. 357 }; 


Pan M. AnGero GENOCCHI. 





Lorsqu'on dit qu’une équation dont les qg premiers 
termes disparaissent a g racines infinies, il me semble 
qu'on ne veut pas dire que l'équation réduite admet ces 
q racines, car une équation n'a pas plus de racines que 
n'en comporte son degré, et autant vaudrait dire qu’une 
équation du premier degré a deux, trois, etc., racines 
parce qu'on peut la faire naître d’une équation supérieure : 
par l’annulation de ces premiers termes, mais on veut dire 
seulement qu’il y a g racines de l'équation primitive qui 
vont croissant au delà de toute limite, lorsque les g pre- 
miers termes tendent à s'évanouir. Pareillement , si deux 
équations incomplètes, l’une du sixième degré et l’autre 
du treizième, ont une résultante du cinquante-huitième 
degré , ce n’est pas qu’elles admettent vingt solutions #7- 
finies en sus de ces cinquante-huit finies, mais ce sont 
les équations générales et complètes des mêmes degrés, 
dont vingt solutions convergent vers des valeurs infinies, 
tandis que ces équations générales convergent vers les 
équations particulières incomplètes (vosr page 356). Cela 
posé , l’absurde sur lequel serait fondée la démonstration 
de la page 357 s'évanouit. En admettant que l’équation 
finale générale ait q racines de plus que l’équation finale 
particulière, il ne s’ensuivrait pas qu’il y eût g valeurs 
infinies vérifiant le système particulier formé d'équations 
décomposables en facteurs linéaires, mais seulement que 
le système général d'équations non décomposables a q ra- 
cines dont les valeurs tendent à devenir infinies, tandis 


17. 
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que ce système converge vers le système particulier. À la 
limite, où les équations générales sont remplacées par 
les équations particulières , ces q racines disparaissent et 
n'appartiennent plus aux équations réduites (comme Je 
le répète) des deux racines d’une équation du second de- 
gré, l’une disparaît en devenant infinie lorsque, par l’an- 
nulation du premier terme, l'équation est réduite au pre- 
mier degré et n’est susceptible, en conséquence, que d’une 
seule racine. | 

Note du Rédacteur. Si l’on trouve de prime abord 
une équation de degré m etqu’on veuille, sans rime ni 
raison, supposer qu elle provienne d’une équation de de- 
gré Mm+n, qui an racines infinies, cela répugne au bon 
sens. Mais il en est autrement si l’on trouve de prime 
abord une équation de degré mn + n et qu'ensuite, par 
certaines considérations sur les données de la question, 
on parvienne à une équation de degré m; on est autorisé 
à dire que 7 racines du cas général sont devenues infinies 
dans ce cas particulier. Donc, à ce qu'il me semble, la 
difficulté subsiste toujours. 





SUR LES OVALES DE DESCARTES 


( voir page 202 ); 


Par M. ANGELO GENOCCHI., 





On peut mettre r — a? au lieu de k + b?; puis en po- 
sant 
LE 
TE >) 


lt. 


r+2ab=g, r—2ab=h, r—2a =#, 


la quantité soumise au radical dans l’intégrale trans- 
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formée sera 
J+r)(a+ kr) (8 + rx + hrs 


on fera ensuite 
JE, 
h 


EAN 


ce qui donnera sous le radical un polynôme de la forme 
B + yz+ dat + yz6 + fzi, 

ét, par conséquent, la nouvelle intégrale transformée 

sera réductible aux fonctions elliptiques à l’aide d’une 

substitution connue (voir le Traité de M. Verhulst, 

page 290). 

M. Bertrand a remarqué (Vouvelles Annales, 1. XIV, 
p. 31(qu'un théorème démontré dans l’{/gèbre supérieure 
appartient à M. Gauss; j'avais déjà fait la même remar- 
que (Nouvelles Annales, 1. XII, p. 268). Vous avez bien 
voulu me citer, Monsieur, au même endroit (p. 32) à 
propos d’un théorème de la 25° leçon (Cours d Algèbre 
supérieure). Cette observation se rapporte à la première 
édition ; dans la seconde, la 25° leçon a été entièrement 
refondue et le théorème dont il s’agit a été supprimé. 





THÉORÈME DE FERMAT GÉNÉRALISÉ ; 
Par M. SERRET, 


Examinateur d'admission à l’École Polytechnique. 





_ Le théorème de Fermat d’après lequel la formule. x"— x 
est divisible par 7, quand # est premier, est susceptible 
d’une généralisation assez remarquable. 
J'ai trouvé effectivement le théorème suivant: 
Sia,b,c,...,k désignent les nombres premiers iné- 
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gaux qui divisent un entier quelconque n , la formule 


5 
n n n n 
x" — Dit T ri — S'en +. ae k (+ 
est divisible par n, quel que soit >. 

Je vous envoie cet énoncé, pensant qu'il pourra inté- 
resser quelques-uns des lectéurs de votre estimable re- 
cueil ; la démonstration est aisée à trouver. 

J'ai été conduit au théorème dont il s’agit en cher- 
chant à déterminer le nombre N des congruences ir- 
réductibles de degré n, suivant un module premier p, 
question qui se rattache à la théorie que j'ai développée 
dans la 25° lecon de mon Cours d’ Algèbre supérieure, 
On trouve | 


L 


nr 2 | 
p° — Sp se Dr —...Æ pe. 
de 7è 


N 


On a ainsi une démonstration indirecte du théorème 
énoncé plus haut pour le cas particulier où x est égal à un 
nombre premier p; mais ce théorème est vrai, je le ré- 
pète, quel que soit l’entier x. | 


—————_—————…—. … —……—— —— _—…— _.——…—…—…——…"…—…——…—…—.—— —_—.— — ——————Z—pZpZ—— om 


QUESTIONS. 


eee 


907. Undé est un cube portant sur chaque face des 
trous nommés points ; les faces opposées sont 1 et 6, 2et, 
3 et 4. Les points sont placés de manière que le centre de 
gravité de chaque face est à son centre de figure, mais le 
centre de gravité du dé n’est pas à son centre de figure. 
Trouver la distance de ce centre de gravité à chaque face, 








ñn ñ 2 n 


(*) > = xt + 2° +... + x" et ainsi des autres > , 





( 263 ) 
‘ prenant pour unité le côtédu cube et supposant que chaque 


s ‘ L 1 
trou enlève unc portion de volume représentée par — et 


P > 21. 


308. Inscrire dans un arc de section conique trois 
cordes consécutives formant trois segments équivalents. 
(Casres.) 
309. r,p, 7 étant trois nombres entiers positifs, p et 
(1) (M — 1) 
CENICEN 


n deux nombres premiers entre eux, 


sera un nombre entier. 
310. Quels sont les divers aspects de la lune pour un 
spectateur placé au pôle ? 


SUR LE PROBLÈME DE HALLEY 


(voir tome XI, p. 363); 
(Extrait d’une Lettre de M. PRoOunET). 





Le problème consiste à tracer une conique dont on con- 
naît un foyer et trois points. La Hire résout le problème 
à l’aide de la directrice; mais lorsque l’excentricité est 
très-petite, comme dans les orbites planétaires, la direc- 
trice est infiniment éloignée de la conique et la solution 
devient impraticable. 

Pour remédier à cet inconvénient, Nicollic donne la 
construction suivante (Mémoires de l’Académie des 
Sciences, 1746, p. 291). 

: Soient F le foyer; A’, A”, A” trois points de la conique. 
De F comme centre et avec un rayon quelconque, on dé- 
crit une circonférence; désignons par a’, a”, a” les in- 
tersections respectives des rayons vecteurs F4”, FA”, FA” 
avec la circonférence; sur les trois cordes a'a”, a”a'”, 
a” a', prenons respectivement des points B°”, B', B'tels, 
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que l'on ait 
a! R? FA” a” B' FrA/7 7. B” FA’ 


a"B" FA? a"B FA” a'B° Fa” 
De B”, B’, B’ ainsi déterminés, on abaisse des perpendi- 
culaires respéctivement sur A’ A7, A” A”, A7 A’, elles se 
rencontrent en un même point P; FP est la direction de 
l'axe focal. On voit que les points B divisent les trois cordes 
du cercle en segments inversement proportionnels aux 
rayons vecteurs de la conique, qui aboutissent aux extré- 
mités de ces cordes. FB’, FB”, FB” divisent respecti- 
vement en parties égales A” A”, A’ A”, A’A et l’on a 
PF excentricité 
a F demi-axe focal 


Si l’on Joint a et P par unedroite et si l’on désigne par « 
‘la seconde intersection de cette droite avec la circonfé- 
rence de centre F, on aura 

| a Pin A 


Po A NS 
a P AF 


A f étant la distance du second foyer à À ; la coniqueest 
donc complétement déterminée. On demande la démons- 
tration, d’après les méthodes modernes, de ces belles et 
utiles propriétés. Nicollic s'en sert pour calculer les dis- 
tances au périhélie des comètes et des planètes dont on 
connaît trois observations. Membre correspondant de 
l’Académie , nommé astronome-adjoint le 3 septembre 
1746, ilest mort le 4 mars 1767. 





NOTE 


Sur le genre des noms terminés en ode el sur le paramètre de la parabole. 





1. La terminaison de certains noms en oïde vient de 
st des (apparence), qui est en grec du geure neutre, auquel 
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correspond en français le genre masculin. Ainsi il faut 
dire un sphéroïde,un paraboloïde, un hyperboloïde ; c’est 
donc à tort que dans le Programme d'admission à l’École 
Polytechnique , inséré au Moniteur (17 avril 1855), on 
a mis une paraboloïde, une hyperboloïde. Ce grave 
journal devrait se distinguer par une grande correction 
orthographique et grammaticale, On y trouve pourtant 
fréquemment des expressions telles que: Dans ce but, 
Les contributions foncière et mobilière, Celui nommé 
ci-dessus ; expressions vicieuses, condamnées par tous les 
grammairiens (*). | | 

2. Une proprieté caractéristique du paramètre propre- 
ment dit dans les coniques est d’être respectivement in- 
férieur, égal, supérieur à quatre fois la distance focale, 
dans l’ellipse, la parabole, l’hyperbole; propriété sur 
laquelle est peut-être fondé le nom de ces lignes. Les 
équations de ces courbes, rapportées au sommet de l’axe 
focal, sont 


b?x? b2x°? 
RAS BAT PART) 





HÉPET 
où p est le paramètre. Quelques auteurs écrivent pour 
équation de la parabole | 

MLMAUTS 


alors c’est 2p qui est le paramètreetnon p, ainsi quon le 
dit erronément dans les Lecons de Géométrie analytique 
de MM. Bouquet et Briot, traité si Justement estimé. 





(*) Notre titre : aux Écoles Polytechnique et Normale est incorrect. 

La cycloïde, la conchoïde, sous-entendez courbe. La cassinoïde, déno- 
mination ridicule; cassinienne est le vrai uom. Il existe un ouvrage 
Della curva Casseniana, par le célèbre Malfatti; in-8, 1781 ; belle synthèse 
géométrique. 


1 


F 
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THÉORÈME ; 
Par M. DE LAFFITTE, 
Officier d’artillerie. 





Si un triangle circonscrit à un autre se meut en res- 
tant semblable à lui-mëme, tous les points homologues 
décriventune méme circon fe GrICEL 

Soit o( fig.1) un point quelconque intérieur au iriangle 

Fic. r. 





q 
pqr donné d'espèce. Je détermine ce point au moyen des 
angles que font op, or, oq avec les côtés du triangle pgr. 
Ces angles sont invariables, ainsi que ceux des lignes op, 
-0q, or entre elles. Soit ABC ( jig. 2) le triangle inscrit 


Fic: 2. 





sc n(207 ) 
fixe ; sur les rois côtés Je décris des segments capables des 
angles P,Q,R égaux respectivement à p,q, r. Soit PQR 
une position du triangle, O la position du point o; les 
angles ORP, ORQ étant constants, le point M, inter- 
section de OR avec le cercle décrit sur AG, estinvariable; 
il en est de même des points N et H. Donc, l’angle NOH 
étant invariable, le point O est sur le segment capable de 
cet angle décrit sur NH. C’est évidemment le cercle qui 
passe par les trois poiptsM, N,H. 

Corollaire I. Si un polygoné se meut en restant sem- 
blable à Iui-même , et que trois côtés déterminés passent 
chacun par un point fixe, un point quelconque du plan 
du polygone décrit un cercle. 

Corollaire IT. Si un quadrilatère est tel, que tous les 
rectangles circonserits soient semblables entre eux, un 
point quelconque du rectangle circonscrit décrit un cer- 
cleet, partant, son centre. 

Quel est le lieu géométrique des points du plan pour 
lesquels ce cercle a un rayon donné? 

Nous avons décrit sur les côtés du triangle inserit des 
segments capables des angles du triangle circonscrit; le 
point d'intersection M de deux de ces segments appartient 
évidemment au troisième. C’est là un point fixe pendant 
le mouvement du triangle, parce que les lignes qui le join- 
dront aux trois sommets feront toujours avec les côtés 
les mêmes angles. Ce point est celui duquel les trois côtés 
du triangle inscrit sont vus sous des angles qui sont les 
suppléments de ceux du triangle circonscrit. Le diamètre 
du cercle que décrit un point quelconque sera la différence 
entre sa plus grande et sa plus petite distance au point 
fixe pendant le mouvement du triangle. Mais tous les 
points qui, dans une position particulière, seront à égale 
distance du point fixe, y seront encore dans toute autre 
position du triangle, car tous ces points reliés au triangle 
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circonscrit donnent des figures semblables, et ce seront 
les seuls. Donc Les points qui décrivent des cercles égaux 
sont ceux qui sont également éloignés du point fixe. 

La plus grande distance d’un point au point fixe cor- 
respond au plus grand triangle. Par un principe connu, 
c'est celui dont les côtés sont parallèles aux lignes des 
centres des segments capables. La plus petite distance 
correspond au plus petit triangle qui est nul, se réduisant 
au point fixe M. 

Donc 

1°. Les points également éloignés du point fixe décri- 
vent des circonférences égales ; 

2°, Le diamètre de cette circonférence est, pour chaque 
point, la distance au point fixe dans le triangle maxi- 
mum ; 

3°. La circonférence décrite par un point quelconque 
passe au point fixe ; 

4°. L’enveloppe des cercles inscrits ou circonscrits au 
triangle passe au point fixe, car un de ces cercles est le 
point lui-même. 


NOTE 
Sur quelques applications de la théorie des surfaces ; 
Par M. Micuarz ROBERTS. 





Une surface développable circonscrite à l’ellipsoïde 


x? y? se 
(1) NELTÉTS b? pub 


a pour équations aux différences partielles (en adoptant 
les notations habituelles) 


(11) 2— pa — qy = Vap+ba +, 
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et l’arête de rebroussement de cette dernière aura pour 
équation aux différences ordinaires 


{ a?( (ras — zdy} + b°(zdx — xdz) + c'(xdy — ydx) 


III) 
( — b°c° dx? + a’ c? dy? + a? b? de’. 


Cette équation peut être mise sous la forme 


xdrée "y drezdz 
(+ CHU =) 


x? y 74e) dréeady’:...dz 
= (© T'ARReTRS | she) 
ce qui fait bien voir comment la surface (1) y satisfait; 
elle appartient aussi à une caractéristique quelconque des 
surfaces comprises sous l’équation (IT). 
Supposons maintenant que l’arête de rebroussement 


d’une surface dév eloppable circonscrite à la surface dont 
voici l'équation 


x? Le 2? 
sh PORTA FRE CENT EVE 
se trouve sur la surface (I) , il faut donc combiner avec 
l'équation (IT) la suivante 


(a) (ydz — zdy)} + (b? — K)(zdx — xdz) 
— k*)(ydy — ydx) 
—=(b— k)(c— k) dx + (a— k) (ec — k°) dy? 
las 41) (5 — H)&:, 
ce qui donne : 
(xdy — ydx) + (zdx — xdz}) + (ydz — zdy } 
(V) = (bt+ ce — k) dx + (a+ © — k?) dy? 
Ha Li —F)dr. 
Or les surfaces (I), (IV) peuvent être regardées comme 
les deux nappes d’une surface, lieu des centres de cour- 
bure d’une autre surface ; par conséquent, l’équation (V) 
appartient à une ligne géodésique tracée sur la sur- 
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face (1) (*). Cette nouvelle forme de l'équation d’une 
ligne géodésique sur une surface à centre du second de- 
gré diffère de celle qui a été donnée par M. Joachimsthal, 
et présente une analogie remarquable avec l'équation des 
lignes les plus courtes sur une surface conique quelcon- 
que. On peut énoncer ici le théorème suivant : 

Si l’on prolonge les droites tangentes à une ligne 
géodésique sur une surface à centre du second degré 
jusqu’à ce qu'elles aïllent rencontrer les plans tangents 
à la surface perpendiculaires à leur direction, les points 
de rencontre seront situés sur une sphère concentrique 
avec la surface, et cette sphère sera la méme pour toutes 
les lignes géodésiques tangentes à une méme ligne de 
courbure. 

Considérons maintenant l’hyperboloïde cubique ou 
bien la surface représentée par l'équation 


(VI) D demi HA 


La surface développable circonserite à cette surface a 


(*) Cette relation remarquable qui existe entre deux surfaces homofo- 
cales du second degré, montre clairement l’origine de la belle propriété, 
découverte par M. Chasles, que toutes les tangentes à une ligne géodésique 
sur une surface du second degré sont tangentes à une seconde surface ho- 
mofocale à la première. Sous ce point de vue, ce théorème n’est qu’un 
cas particulier d’un théorème général donné par Monge , qui fournit aussi 
une autre interprétation géométrique de notre équation (III). Soit (S) 
une surface, telle que l’ensemble de (S) et de (1) est une surface, lieu des 
centres de courbure d’une autre surface ; l’équation (HIT) appartient aux 
lignes géodésiques tracées sur (S ) et quisont tangentes à la courbe d’inter- 
section de (S) et (1). Toutes les surfaces (S ) ont pour équation aux diffé- 


rences partielles la suivante : 
at [QE — c)q + P(r + 95) + be [(a — €) p + P(x + ps)? 
+ [Ce 6?) pa —P (pr — 4x) 
=[(b— ce) qgx— (a — ps —(&—c)px} 
où 


P= 2 — px — g7. 
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* pour équation aux différences partielles la suivante : 
1 

2— pr — gr —=3(pq). 
Posons maintenant 

td ydr = 2, 2d2 ad = Y, ydz — dy = X, 


et nous trouvons, pour l’arèête de rebroussement de cette 
dernière, étain suivante 
X'dx°(Y dy — Z 7 
XYZ +18] + Y'dy’(Zdz—X dx) | — 243 dx° dy? dz, 
+ 2? dz (X dx — Y dx). 


dont l’intégrale est le système suivant 


els 


Z—axX— 9 nt j; 
Mona CAP Elo ag (e 1 


[— 


iS 


Lien JE 


Pour évaluer l’aire de la surface (VI), nous emploie- 
rons les angles qui déterminent la position de la normale. 
L'expression pour la surface (S) devient donc 


sin 0 40 d » 
nu — 
3 te à 


(cos 9 sin 0 sin w cos») 


et si les angles 8 et o sont indépendants, li intégral ation se. 

ramène aux fonctions elliptiques. Ni “Hi tr, 
Je terminerai ces remarques en faisant observer que les 

surfaces (1) et (VI) sont comprises sous la même équation 


aux différences partielles, savoir 
(z— px — qyif = K(rt— st), 


Le théoujne énoncé se rattache à à celui-ci : Le somimet 
d'un anglet tr) rectangle circonscrit à une sur rface à ceri- 
tre du second degré décrit une sphère concentrique. Ts. 
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BIBLIOGRAPHIE. 


(voir t, XIII, p. 358). 





ALGÈBRE SUPÉRIEURE; par M. Serret. 


Lemme. F(7)= 0 étant une équation de degré net 
Ÿ (y) un polynôme quelconque de degré 7 — 1, la somme 





> ne étendue aux racines ÿ1,ÿ2:,..., Ah de l’équa- 


tion 


F()=0, 


(sans racines égales) a pour valeur le coefficient dé y"-{ 


dans d(Yy). 


Démonstration. (Voir Nouvelles Annales, tome IX, 
p. 82; ABez TRrANsON.) 
Prosrëme. Soient les deux équations 


() FI) =" + PI + pa ITS +4 Pm = 0) 
(2) Fr) = 7" + gr + gi ++ Qn = 0) 
(is Fis-ees Va) 

qui ont une méme racine commune, savoir y. Il s'agit 
de calculer o( y;) o étant une fonction rationnelle en- 
ère. 

Représentons par R;,R,,..., R, les 2 produits qu’on 

P P > b ; PACE 

obtient en combinant n — 1 à n — 1 les quantités 


T.(0/5)5 OPEN 1e VAE 


f (Y:1) étant zéro par hypothèse, il s'ensuit que R, 
n'est pas nul, et les autres R sont tous nuls comme ren- 


(253) 
fermant le facteur f (y). Donc on a les identités 
R=R+R+...+R = SR, 
Riel) =Rio()+ Rip) 
+Ry(m)= DRy(r) 


D Ro(r) 
DR 
Le 

Ces deux sommes, étant des fonctions symétriques des ra 
cines de l’équation (2), sont des fonctions rationnelles 
connues des coeflicients de cette équation ; maïs on peut 
abréger considérablement le calcul par cette considéra- 
tion. À 


Soit 0(y) une fonction rationnelle quelconque, on 
voitqu'ona 


et 





o(r1) = 


Ro(r)= S Rey), 
Ro(r)e(r) = D RE(r)e(r), 








donc 
RO (r)9 (x) 
GP = 
D RO(7) 
faisons 
Or Dh 
alors 
: Ro(r) 
p(r) = siELR 


ee RAR 

2 
R, est une fonction symétrique des ratines de l’équa- 
Ann. de Mathémat., 1. XIV. (Juillet 1855.) 10 
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EURE 
KT SR à 
et, par conséquent , fonction rationnelle connue des coef- 
ficients g: y Faye) In Et de y, 3 on a donc 


uon 


Ru pot pi Je EF Pa Jah Ep 


les p sont des fonctions connues de g;, g:,..., qg, et l’on 
peut faire disparaître les puissances de y, supérieures à 
n —1,au moyen de l'équation 
D Les 5 OL om 2 
PET DIE BI 
et, par le même raisonnement, 
Ry 9 (Yu) =t + Ya + b NE +...+ CPR 


Donnant à toutes les valeurs 1,2, 3,...n, les p et les # 
ue changent pas, et, d’après le lemme, 


Re(r)_, SUR 
(Ah A 2 FO 


par conséquent, 











f =; 
IN) = —> 
g (71) AE | 
Si l’on voulait calculer la fonction rationnefle non en- 
Se te ) 
tière (1 , on fera 
d(yi) 


LOIe) = To + Fi (ya) ++ Ton (TT 


et l’on aura 





p(71) LS 
DIET, 
Faisons | 
gr) = Tr 
On à 


Ro Jn = Ie + pTs eee + nn Y" 


= Po Jp Het (pue — 9 ns : JF 
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donc 
F1 —= PET T Par des 
Pr—1 
il suffit donc de calculer les coefficients de y”"-! et J""* 
/# p 
dans R,. 


Cinquième Lecon (68-76). Pour démontrer le lemme 
cité, l’auteur a besoin de la décomposition en fractions 
simples d’une fonction rationnelle non entière; c’est 
l’objet de la présente Leçon. Il fait usage de la mé- 
thode des coeflicients indéterminés et ensuite de la mé- 
thode de M. Liouville (Nouvelles Annales, tome VI, 
p. 127). 

Sixième Lecon (77-87). Même sujet; théorie géné- 
rale (voir Fincx, Nouvelles Annales, 1. IV, p. 295). 
L'on démontre qu'une fraction rationnelle n’est décom- 
posable que d’une seule manière en parties entières et en 
fractions simples (p. 80). 

Septième Lecon (88-100). Mème sujet; facteurs tri- 
nômes avec ses deux applications; conditions pour que 
l'intégrale d’une différentielle rationnelle soit algébrique ; 
détermination d’un terme général d’une série récur- 
rente. 

Les facteurs simples x — a, x—b, eic., peuvent re- 
présenter des distances de points situés sur une même 
droite à un point fixe pris sur cette droite (points-racines 
de Gauss), de sorte que la décomposition en fractions ra- 
tionnelles donne certaines relations géométriques entre 
ces distances , et vice versd. Ces relations étant établies 
à priori, on en déduit réciproquement les formules de la 
décomposition (Géométrie supérieure, page 235) (*). 

(*) Il est peut-être à regretter qu’on n’ait pas adopté dans cet ouvrage 
les points-racines qui auraient considérablement abrégé les raisonnements, 
mnémonisé les riches résultats de cette admirable synthèse quasi-algébri- 


que, où l’on fait un emploi continuel si ingénieux des signes +, Ro 
V— 1, æ , explicitement ou implicitement. 
18, 
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Maclaurin en fournitaussi un exemple (Nouvelles An- 
nales, t. IX, p. 443). La théorie de la décomposition en 
fractions rationnelles est le sujet d’une belle thèse doc- 
torale de Jacobi; nous en avons fait la traduction que 
nous donnerons bientôt. C’est un premier pas, mais 
c'est le pas d’un lionceau. 

Huitième Lecon (101-117). L'auteur revient aux fonc- 
tions symétriques relatives à un système d'équations et 
donne cette ingénieuse méthode de Poisson : 

Soient p équations entre p inconnues Li , Las Lg y « y Up 
supposons que ce système admet 7 solutions, savoir : 


! f 4 4 
Lis Lors Lgscc es Lp) 


4 4 # (44 
Myers Linie NUS: 


ON) ER ET ARERS ; LUE 
il s’agit de trouver la valeur de la fonction symétrique qui 
a pour type 
CONTE LENAEEE (an); 
les r sont des nombres entiers positifs donnés sans exclure 
zéro. Joignons au système une équation linéaire 


Pie Qi '; —- 2 Ly +. . «+ En Tao 


où t est une nouvelle inconnue et les & sont des constan- 
tes indéterminées. Eliminant les p inconnues entre les 
p + 1 équations, on obtient une équation de la forme 


(Tube ses dl 0S 
équation de degré n, car elle a n racines ayant pour 
type 
GX, + M, +... Hand 
Le développement de 
(ox, Hot, +... + ann ) 
bre 0 or Nat er en 2 EE 
+ (a TX + an) +, + œ (Re 
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où {4 est un nombre entier positif, égal à 
ri T2. 97 ES 
donne les termes de la forme 


AUTRE CUMERN ri 


ru r D FAR à le 
[F4 Lo ? .… n° 1 2e 0e 
" 1 La ai T, T', ZX ns 


\ 


le signe > indique qu'on doit remplacer x, %,,..., «, 


RUE IVEMENTApAl IL Mie LT Messe Aer NAiS la 
somme des puissances semblables des racines de l’équa- 
tion en t donne 


| AE 9 ” 
Aœim?oes CE 


où À désigne une quantité connue , et à cause de l’identité, 
on a donc | 
DRE Ln = Dr 
IE TA 
Connaïssant les fonctions géométriques simples, on en dé- 
duit, par voie de multiplication, les fonctions symétriques 
composées, 

Ce procédé donne aussi le moyen d'éliminer p —1 in- 
connues entre p équations lorsque l’on sait éliminer 
p —2 inconnues entre p — 1 équations et sert aussi à 
démontrer le théorème général de Bezout (p. 107). 

On regrette de ne pas trouver ici ni la méthode d’élimi- 
nation si ingénieuse de M, Sylvester, ni le théorème si 
important d'Euler, sur le degré auquel montent les coefli- 
cients des équations dans l'équation finale et qui est un 
corollaire de l'élimination par fonctions symétriques 
(voir Nouvelles Annales, tome IX, p. 228). Cette Leçon 
est terminée par la belle méthode de Tschirnhaus (pas 
Fschirnaüs) qui sert à faire disparaître d’une équation au- 
tant de termes que l’on veut et qui démontre que la réso- 


| ( 278 ) 
lution de l'équation de degré m dépend d’une résolvante 
de degré m — 1!, résultat donné aussi par Lagrange. 
Soit | 
x" + pa"! “1 DID +... + Pn — ©, 
posons 
= HAT + A2 Hs. + An; 


n << m; les a sont des constantes indéterminées. Élimi- 
nant x, l'équation en y sera aussi de degré m, carona, 
en général, 

PP = b, + bix + b, x! Fe DRE D) 


où p est un nombre entier positif; les sont des fonctions 
entières homogènes du degré p des indéterminées 4, 
Gp...) @,, et, au moyen de l’équation donnée, on peut 
ramener y? à ne renfermer que des puissances de x infé- 
rieures à m1. Donnant à p successivement les valeurs t, 
2,3, M,On a m équations du premier degré entre les 
m—1 quantités x, x°,..., x"7t, L'élimination, par Îla 
méthode de Cramer, donne donc l’équation en y de Ja 
forme 


IH GUIT + GIE, + Qm = 0! 


Nommons S la somme des puissances p des racines de 
ceite équation et s, la somme analogue de l'équation don- 
néeEnT On 


S) = by + bis + bi52 +. + On Sm13 
donc S$, est une fonction entière homogène des a de de- 
gré p. On a 

SL Hg 0 S2 + JS +29=0,...; 
donc q, est une fonction entière homogène des a et de de- 
gré n; donc, pour faire disparaître 2 termes consécutifs, 
il faut poser 


710, J1—0;"..)  Jn 05 
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ce sont z équations homogènes entre 7 + 1 indétermi- 
nées 4, &,..., &, et, à cause de l’homogénéité, on peut 
poser a, = 1. On a n équations entre z —1 inconnues, 
et son élimination , d'après le théorème de Bezout, a une 
équation de degré n!, Faisant Jane 
n—=m—1, 

on obtient 

Mn ES: 
Ainsi la résolvante est du degré m— 1!. 

On voit facilement que ce procédé donne la solution 
des équations du premier, deuxième, troisième et qua- 
trième degré. 

Pour faire disparaître le deuxième, troisième et qua- 
trième terme de l'équation en y, on est donc amené à une 
équation du sixième degré; maïs un géomètre anglais, 
nommé Jerrard, a réduit cette équation au troisième de- 
gré de la manière suivante. C'est l’objet de la Note F 
(p. 462). | 
_ Lemme, Une fonction homogène et entière du second 
degré de 7 quantités est la somme des carrés de n fonc- 
üons linéaires. 

Démonstration. Soit 

Va do{(das ua. un.1., 411) 
où æ désigne une fonction homogène entière du second 
degré; on peut écrire 
M'A ERA Qar: +R, 
où P est une constante, Q une fonction linéaire homo- 
gène des 7 — 1: quantités, &,, &,..., &,_1, et R une fonc 


tion homogène du deuxième degré des mêmes 7 —1 quan- 
tités ; on à aussi 


2 Q: 
V= (a VP+- ee) af Gb 


la première partie est le carré d’une fonction linéaire de 


k< 
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n quantités 4,,@,,..., @,_, et la deuxième partie est une 
fonction entière homogène du deuxième degré de 7—1 
quantités 4,, @i, @:,..., &_1. Traitant la seconde partie 
comme on a fait pour la fonction V, on voit qu'on pourra 
décomposer V en n carrés de font es linéaires os 
vement de n,n—1,1—2, quantités. 
Ceci étant démontré, prenons les équations 
TM pa"? +... + Pr =, 
Y=@+Aax + 42 + a; 2 + ax", 
et l'équation 
PE Qu PPAREG RP PE GEO 


pour faire disparaitre les deuxième, troisième et qua- 
trième termes, il faut poser 
DOME)" qi 0 
gi est fonction linéaire des cinq quantités a, , 4, &, as, 
a. Eliminant a, des deux dernières équations au moyen 
de la première, on a 
“ 
T2 — 03209870; 
où g, est une fonction du deuxième degré des quatre 
quantités 4, 43, & , a,,et, d’après le lemme, l'équation 
! 
9, — Q 
peut se mettre sous la forme 
f, g,h, k étant des fonctions linéaires. Posons 
ia «1: 002 
Frne Nr, h= AV—:, 
l'équation sera satisfaite. On a ainsi deux équations bi- 
naires. Au moyen de ces deux équations, éliminant a;, a, 
de g' = 0 , on a une équation homogène du troisième de- 


ré entre a, et a,. Posant as — 1, on a une équation du 
3 ? 
troisième degré en a;, et a, étant connue, on trouve immé- 
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diatement @,, & , & en raisonnant de la même manière. 
La disparition simultanée du deuxième, troisième et 
cinquième terme amène à une équation du quatrième de- 
gré. On peut aussi faire usage de l’équation aux racines 
inverses. 

La résolution de l'équation du cinquième degré dépend 
donc de la résolution d'équations d’une de ces quatre 
formes 

LH pr -Mig= 0; 
DL} + QU 0S 
Lt pa + q = 0, 
XL + px + q = 0. 


Ainsi la question #1 est résolue ( Nouvelles Annales, 
tome I, pages 396 et 447, note) si l’on peut choisir 44 de 
manière que p = 1. | 

La fin prochainement. 








SUR UN THÉORÈME DE LEGENDRE 
et son application à La recherche de limites qui comprennent entre elles 
des nombres premiers ; 
Par M. DESBOVES, 


Professeur au Lycée Bonaparte. 





. Dans l’un des chapitres de l’Essai sur la Théorie 
des nombres, Legendre s’est proposé de démontrer que 
toute progression arithmétique dont le premier terme et 
la raison sont premiers entre eux, contient une infinité 
de nombres premiers, et, subsidiairement, de trouver 
des limites qui comprennent nécessairement des nombres 
premiers. La solution des deux problèmes serait aussi 
simple qu’on peut le désirer, si malheureusement elle ne 
s’appuyait pas sur une proposition que Legendre croyait 
avoir démontrée, mais à laquelle, à vrai dire, il n’est arrivé 
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que par une heureuse induction, comme l’a déja remar- 
qué depuis longtemps M. Lejeune-Dirichlet. 

Je me propose dans le présent article 1° de discuter la 
prétendue Gémonstration de Eegendre, c’est-à-dire de 
faire voir en quoi elle pèche et quelle est, au fond, la 
vraie difliculté ; 2° en admettant le théorème de l’illustre 
géomètre comme un postulatum, d’en faire découler im- 
médiatement de beaux théorèmes sur les limites des nom 
bres premiers. Puissé-je, par là, car je n’ai pas d’autre 
but, engager les géomètres à faire de nouveaux efforts 
pour.trouver une démonstration qui jusqu'ici a échappé 
aux plus habiles. 


PREMIÈRE PARTIE. — Discussion. 


Avant dénoncer le théorème de Legendre, quelques 
explications préliminaires sont indispensables. 

Si, dans la progression arithmétique formée par la suite 
naturelle des nombres impairs, on se propose de trouver 
plusieurs termes consécutifs qui soient divisibles par 
quelqu'un des nombres premiers depuis 3 jusqu'à un 
nombre premier désigné y, on voit que le nombre de ces 
termes est variable et dépend, en général, de l’ordre dans 
lequel sont placés les multiples des différents nombres 
premiers. Ainsi, par exemple, dans la suite des nombres 
impairs, on pourra obtenir des suites partielles dont les 
iermes seront des multiples des nombres premiers 3, 5, 
7, 11, 138 et seront rangés suivant les différents ordres in- 
diqués ci-dessous (*) : 

35 7; 6; 5e 11, 13, 3) 54 7; LE 
puits 15 con ans 
5, TI, 7; ie 15, 7. 
3, 5, ñ ANT NE un 


(*) J'adopte la notation de M, Terquem, m, pour désigner un multiple 
d’un nombre m. 
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Chaque nombre impair est ici considéré comme mul- 
tiple du plus petit nomb re premier qui le divise. La seule 
condition à remplir, c'est q que les multiples de 3 viennent 
de trois en trois rangs , les multiples de 5 de cinq en cinq 
rangs, etc., et ce sera d’ailleurs un problème d'analyse 
indéterminée de la nature la plus simple que celui de 
trouver, dans la suite indéfinie des nombres impairs, des 
suites analogues aux précédentes. Si, par exemple, on se 
propose de trouver les nombres consécutifs impairs les 
plus petits possibles qui soient divisibles par quelqu'un 
des nombres 3, 5,7, 11,13 et qui, de plus, soient ran- 
gés comme dans la première des suites données plus haut, 
il suffit de remarquer que le nombre pair compris 
entre 11 et 13 est nécessairement de la forme 
DO D ET 5 
et que ce mème nombre divisé par 11 et 13 donne pour 
reste + 1 et — 1. On trouve ainsi la suite des dix nom- 


bres FES k 

0441, 9443, 9445, 9447 » 9449; 

9451, 9453, 09455, 9457, 9450, 
On aura, d’ailleurs, une infinité d’autres suites pareilles, 
en ajoutant aux nombres précédents un multiple quel- 
conque des nombres premiers 3,5,7,11,13. 

On peut se demander maintenant quel est le nombre 
maximum des termes d’une suite de nombres impairs 
consécutifs qui sont divisibles par quelqu'un des nombres 
premiers 3, 5, 7,...,«, (5,73; «,bB,7y étant les trois der- 
niers nombres premiers considérés. Or le théorème de 
Legendre sur lequel nous appelons l'attention, a préci- 
sément pour but de répondre à la question. En voici l’é- 
noncé : 

Une suite de nombres impairs consécutifs, qui sont 
divisibles par quelqu'un des nombres premiers 3,5, 7, 
lp, 4,P0,7y, à pour maximum du nombre de ses 
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termes B —1. Le nombre maxinum des termes reste 
d'ailleurs toujours égal à $—x, lorsque l’on remplace les 
deux derniers nombres f et y de la suite naturelle des 
nombres impairs par deux nombres premiers plus grands. 

D'après le théorème précédent, il y aura, par exemple, 
au plus dix nombres impairs consécutifs qui seront divisi- 
bles par quelqu’un des nombres premiers 3,5,9, 11,13, 
etnous ayons vu comment on peut obtenir effectivement 
une telle suite. 

Pour établir son théorème, Legendre écrit la suite 


(1) CB 27, 22607, 558 ENT SR OST 


qui est composée évidemment de 5 — 1 termes et qu'il 
obtient en écrivant la suite des nombres impairs dans 
l’ordre direct et dans l’ordre inverse depuis 1 jusqu’au 
nombre impair 6 — 2 qui précède le nombre premier £. 
Il remplace ensuite les termes 1 et 1 par «, B et les autres 
nombres premiers par des multiples de ces nombres, ce 
qui donne la suite 


(2) (B—2);..., 3,9,5,3,B, y» 35; 7; CHR (B— 2), 


qu'on peut écrire aussi dans l’ordre inverse et qui con- 
tient, comme la précédente, (5 — 1) termes. L'illustre 
géomètre prétend ensuite démontrer que la suite (2) a le 
nombre maximum de termes par les raisons suivantes : 

« Le moyen d'obtenir le plus grand nombre de termes 
» consécutifs de la suite des nombres impairs qui soit di- 
» visible par quelqu'un des nombres premiers 3,5 , 7, 11 
» est de considérer la suite des nombres impairs dans 
» ses moindres termes, c’est-à-dire dès l’origine de cette 
» suite, car, à une distance plus grande, on ne manque- 
» rait pas d’être arrèté par des nombres premiers plus 
» grands que les nombres premiers donnés et qui empê- 
» cheraient la continuité des termes qu’on veut former. Il 
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» faut donc tout simplement considérer la suite des nom- 
» bres impairs 1, 3,5,7, 0,..., qu'on peut également 
» prolonger dans l’autre sens, ce qui donnera 


RE 7; — 5, — 3, Ur srl 3, 0 Ts D... 


» ou, parce que les signes des nombres sont indifférents 
» IC, 

9; 7) SA ART LCA RP Ts Dee 
Dee: 1) 

Legendre est ainsi conduit à écrire les suites (1) et (3) 
que nous avons données plus haut. 

En admettant, pour un moment, l’exactitude du rai- 
sonnement par lequel notre auteur essaye d'établir que 
. l’on doit considérer la suite des nombres premiers à l’o- 
rigine, il semble -que la conclusion devrait être que la 
suite maximum dérive de la suite naturelle des nombres 


DT 0 star aan is MO 25) 


(9 est le nombre premier qui suit immédiatement 7); 
comme la suite (2) dérive de la suite (1). En un mot, 
malgré un habile artifice de langage, il est certain que 
Legendrenedonne aucune raison pour préférer la suite (2) 
à la suite 


ou dust co CO 2) 


S'il la préfère cependant, c'est qu'il admet tacitement 
que la dernière suite contient moins de termes que la 
suite (2) ou bien que l'on a 
M 
2 





LB—1 où I L26+1, 


c'est-à-dire qu'entre $ et 26 il y a au moins deux nom- 
bres premiers. Lorsque les nombres premiers considérés 
sont 3,5 et 7, les suites (2) et (3) sont identiques, de 


L 4 
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sorte qu'en fait Legendre n’admet le théorème que pour 
les valeurs de B plus grandes que 5. On peut d’ailleurs 
évidemment écarter ici l'hypothèse de 6 nombre premier; 
le théorème supposé vrai peut donc s’énoncer ainsi: 
Entre un nombre plus grand que 6 et son double il 4 
a toujours au moins deux nombres premiers. 

Le théorème connu de M. Bertrand est un corollaire 
évident du précédent. Il est curieux de retrouver ici le 
premier théorème relatif aux limites des nombres pre- 
miers que l’on a rencontré dans les recherches mathéma- 
tiques et le premier aussi dont on a pu trouver la démons- 
tration'rigoureuse. Je ferai observer du reste que M. Tche- 
bichef, qui a donné la démonstration du théorème de 
M. Bertrand, aurait pu, sans plus de difficulté, démon- 
trer par sa méthode le théorème plus général précédem- 
ment cité. 

Si maintenant nous considérons en elle-même cette 
raison donnée par Legendre : qu’on doit considérer la 
suite des nombres impairs dans ses moindres termes, nous 
voyons bien qu'il est vrai qu'à mesure que l’on prend 
dans la suite des nombres impairs des nombres plus éle- 
vés, on à la chance de rencontrer des nombres premiers 
plus grands que y; maïs ces nombres premiers peuvent 
entrer dans la suite non pas par eux-mêmes, mais comme 
facteurs de certains termes simultanément avec quelqu'un 
des nombres premiers 3,5,7,...,«,{(5,7, et peut-être, 
en faisant un choix convenable, aura-t-on une suite dont 
le nombre de termes surpassera 5 — 1. Rien dans le raï- 
sounement de Legendre n’établit le contraire. 

Essayons maintenant de ramener le théorème de Le- 
gendre à quelque autre proposition plus simple, ou, si 
Jon aime mieux, de voir où git principalement la diffi- 
culté. | 

On peut voir qu'un des caractères distincufs des deux 


suites 
BUT Ty. Hays. 6... 


CP à 
LEE ROLE TON OR PE 


ARENA EEE 
Dos Rires CO EN 


c'est que la première ne contient qu’un seul multiple de 
l’antépénultième nombre premier à (supposé plus grand 
que 3), tandis que la seconde en contient deux ; car d— 2 
est plus petit que 3«,ou, en d’autres termes, il y a 
toujours trois nombres premiers É, y, d entre & et 3%. On 
démontre effectivement, par la méthode de M. Tchebi- 
chef, qu'entre un nombre supposé plus grand que 3 et 
son triple il y a toujours trois nombres premiers. 

En rapprochant ce qui précède des remarques faites 
plus haut, on peut admettre maintenant comme démon- 
tré qu’à l’origine des nombres, pour parler le langage de 
Legendre, la suite des nombres impairs qui ne contient 
qu'un seul multiple de &, a moins de termes que la suite 
des nombres impairs qui en renferme deux. Je dis main- 
tenant , et c’est par là que je terminerai la présente dis- 
eussion, que si l’on admettait que le même théorème a 
lieu quelque part que ce soit dans la suite naturelle des 
nombres impairs, le théorème de Legendre serait démon- 
tré. PNR ET 

En effet, admettons que le théorème de Legendre soit 
vrai reve l’on considère tous les nombres. premiers 
3, 5,..., «, B, y, les deux. derniers Gget 7 pouvant être 

remplacés par des nombres premiers plus grands, c'est- 
à-dire admettons qu'alors la suite du nombre maximum 
de térmes soit nécessairement la suite (2) qui contient 
B — 7; termes; je dis quelorsqu'on prendra un nombre 
premier de plus d, le nombre maximum deviendra y—1. 

On peut remarquer d’abord que la nouvelle suite ne 
pourra contenir ni deux multiples de y ni deux multiples 
de 9. Car si la nouvelle suite contenait deux multiples 
de y, entre ces deux multiples il y aurait y — 1 termes 
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intermédiaires divisibles par quelqu'un des nombres 3, 
D,7s... & ,P, 0, ce qui est impossible, puisque le nom- 
bre des termes divisibles par quelqu'un des nombres 3, 
5,7, &, B,0 est, par hypothèse, au plus égal à 6 — 1. 
Par la mème raison, on n’aura pas deux multiples de d, 
mais on pourra former une suite contenant deux mul- 
tiples de 5 ; il suflira, pour cela , de remplacer au milieu 
de la suite (2) 6 par 9, de mettre É au commencement et 
à la fin de la même suite et de continuer d’écrire des 
termes autant que faire se pourra vers la droite et vers la 
gauche : on aura ainsi une suite contenant y — 1 termes. 
Comme d’ailleurs cette suite est la seule qui, d’après l’hy- 
pothèse faite, puisse contenir deux multiples de B, elle 
sera, d’après le principe que nous avons admis, la suite 
du nombre de termes maximum. Le théorème de Legen- 
dre, se vérifiant directement pour les nombres premiers 
3,5,97,11, peut être considéré maintenant comme vrai 
en général. 

Quand les nombres premiers sont 3,5 et 7, les suites 
(2) et (3) sont identiques et contiennent chacune deux 
multiples de , mais le théorème de Legendre n'en sub- 
siste pas moins, puisque le nombre des termes de la suite 
est égal à 4. 

En résumé, on voit qu’il résulte de la discussion pré- 
cédente que les travaux de M. Tchebichef ont, en quel- 
que sorte avancé la démonstration du théorème de Le- 
cendre, mais qu'il reste toujours à démontrer la propo- 
sition suivante : : 

Une suite de nombres impairs consécutifs divisibles 
par quelqu'un des nombres premiers 3,5,..., 4,6, 7 
étant prolongée autant quepossible, aura plus de ter- 
mes lorsqu'elle contiendra deux multiples de l'antépé- 
nultième nombre premier « que lorsqu'elle n'en contien- 
dra qu'un seul. 
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SECONDE PARTIE. 


Nous allons maintenant déduire, comme conséquences 
du théorème de Legendre, divers théorèmes relatifs aux 
limites qui comprennent entre elles des nombres pre- 
miers. 

Taéorëme [. St l'on désigne par n un nombre entier 
plus grand que 24, par a sa racine par défaut à moins 
d'une unité près, par æ et f les nombres premiers qui 
précèdent immédiatement a (Ê peut étre égal à a), toutes 
les fois que a+ 1 ne sera pas un nombre premier, on 
pourra assurer qu'entre n et n + 24 +1 à y a au moins 
un nombre premier, et qu'entre n etn + 2$ + riyen 
a au moins deux. Si a. 10est p! “emier, on sera seule - 
ment certain qu'il existe un nombre premier entre ñn et 
n + 26 +1. 

Nous remarquons d’abord que 7 + 24, qui peut être 
plus grand que (a + 4e estnécessairement plus petit que 
(a+ 2}. Car n étant compris entre a? et (a +1}, est 
au plus égal à a? + 24a,et n + 2« est inférieur à a° + 4 à 
et, à plus forte raison, à (a + 2)°. Il en résulte que cha- 
cun des « nombres impairs consécutifs qui suivent n et 
sont compris dans tous les cas entre netn+2æ<+r ; 
devra , s’il n’est pas premier, être divisible par quelqu'un 
desnombres premiers 3,5 ,7,...,@,f. Leterme (a+1)?, 
le seul des termes de la suite qui pourrait n’admettre au- 
cun facteur premier égal à B ou plus petit, n’échapperà 
pas lui-même à cette loi, MIRE a + 1 est d'abord sup- 
posé non premier. Mais, d’ aprés le théorème de Legendre, 
il y a au plus a — 1 RASE impairs consécutifs, divi- 
sibles par quelqu'un des nombres premiers précédemment 
cités ; donc, entre netn+2a+ir,il yaau moins un 
nombre premier lorsque a + 1 n’est pas lui-même pre- 
mier. 

Ann. de Mathémat., t. XV. (Août 1855.) LOPS 


( 290 ) 

Les limites 7 et n + 2f$ + 1 comprendront aussi, à 
plus forte raison, un nombre premier; mais je dis de 
plus maintenant qu'elles en contiendront au moins 
deux. En effet, s’il n’y avait qu’un nombre premier w 
entre les limites indiquées, on aurait au moins  nom- 
bres impairs consécutifs, divisibles par 3, 5,...,«,f,0, 
tandis qu'il y a au plus 6 — 1. 

Si a + 1 était un nombre premier, il devrait être joint 
à la suite 3,5 ,..., «, G, et dès lors on voit, en recommen- 
çant les raisonnements précédents, qu'on pourra seu- 
lement affirmer qu’il existe un nombre premier entre les 
limites netn +26 +7. 

Corollaire I. l'y a toujours un nombre premier entre 
net n + 2 Vn + 1. La-démonstration suppose » plus 
grand que 8, maïs, pour les valeurs de 7 plus petites que 
9, le corollaire se vérifie directement. 

Corollaire II. Les carrés de deux nombres entiers con- 
sécutifs, comprennent toujours entre eux au moins un 
nombre premier. 

Remarque. Le seul théorème relatif aux limites des 
nombres premiers que Legendre a déduit de son principe 
a de l’analogie avec le théorème I. Legendre donne aussi 
le premier corollaire. 

Tuéorkme Il. Les carrés de deux nombres entiers con- 
sécutifs comprennent toujours entre eux au moins deux 
nombres premiers. | 

Nous venons de voir que les carrés de deux nombres 
entiers consécutifs comprennent toujours entre eux au 
moins un nombre premier. Désignons ce nombre premier 
par &. Si, parmi les a nombres impairs compris entre 
a et (a +1}°,il n'y avait qu’un seul nombre premier w, 
on aurait a nombres impairs consécutifs divisibles par 
quelqu'un des nombres premiers 3, 5, 7,.., «, 6, w, 
tandis que, d’après le théorème de Legendre, il peut y 
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en avoir au plusB — 1. Il y a donc au nioins deux nom- 
bres premiers entre les limites indiquées. 

La démonstration précédente suppose a au moins égal 
à 5, mais, pour les valeurs de a plus petites que 5, le 
théorème se vérifie directement. 

Ici se présente naturellement la question de savoir si, 
à partir d’une valeur suffisamment grande, les carrés de 
deux nombres entiers consécutifs comprennent toujours 
un nombre déterminé de nombres premiers aussi grand 
que l’on veut, maïs le théorème de Legendre ne parait 
pas pouvoir fournir une réponse à la queätion. Nous al- 
lons, du reste , donner maintenant un théorème qui fera 
connaître des limites entre lesquelles on pourra com- 
prendre autant de nombres premiers qu’on voudra. 

TuaéorÈme IT. S1 l’on désigne par n une variable qui 
peut prendre toutes les valeurs entières possibles, 'par P 
et k deux nombres entiers donnés, entre an eton —Kk 
il y aura toujours au moins p nombres premiers à partir 
d’une valeur de n suffisamment grande qu'on pourra 
déterminer en fonction de p et k. 

Soient a? et (a + 1)° les carrés de deux nombres en- 
tiers consécutifs qui comprennent 7, et supposons qu'à 
partir d’une valeur de z suffisamment grande on puisse 
toujours satisfaire à l'inégalité 


2n—kD>œ(a+l}, 
l étant un nombre donné quelconque. Les nombres 
(a Hi}, (a+ 2},..., (a+1} 


seront supérieurs à 7 et inférieurs à 22 — k; d'après le 
théorème précédent, il yaura entre n et 2 7 —k au moins 
2 ({— 1) nombres premiers. Si donc on pose 


2({—1)=p où 2{l—1)=p+x, 


19. 
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suivant que p est pair où impair, on sera assuré qu'entre 
n et 22 — k il y a au moins p nombres premiers. On 
peut d’ailleurs, dans tous les cas, remplacer dans l’iné- 


SP PE à à Q SES" à 
galité précédente / par sa valeur 1 + 22" tirée de l’é- 


quation 

2 (4 —— 1) EE de 
puisque, dans Îe cas de p nombre pair, on ne ferait que 
remplacer, dans l'inégalité, / par une valeur trop grande: 


nous aurons ainsi 


on > (at+i+ Pi) : 


Cette inégalité sera évidemment satisfaite si nous pouvons 
déterminer 7 par la condition 


HR gere (vi+i+ 2) : 


2 





or cette dernière égalité ayant lieu pour toute valeur de 
plus grande que 


3(Pp+3)+4k+2(p+3)V2(p+8} +44, 
4 


le théorème est démoniré. 

En faisant 

Es Die 1 

dans la formule, nous trouvons que pour plus grand 
que 27 il existe toujours un nombre premier compris 
entre 7 et 27 — 2. La mème propriété se vérifiant direc- 
tement pour tous les nombres plus grands que 3, on voit 
que l’on retombe sur le théorème de M.,Bertrand, comme 
on devait d’ailleurs s’y attendre. 

Corollaire. Entre n et pn, il y a toujours p nombres 
premiers à partir d’une valeur de 7 suffisamment grande. 
Je n'aurais pas donné ce corollaire si dans la discussion 
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du théorème de Legendre, on n’avait pas rencontré les ap- 
plications particulières p=1, p = 2. 

Le théorème de M. Bertrand a été seul démontré par 
M. Tchebichef; mais je me suis assuré que, par la dis- 
cussion d'une équation transcendante, fournie par la 
méthode de l’habile géomètre , on pouvait démontrer le 
théorème IT sans difficulté. C’est là, je crois, un utile 
exercice à recommander aux jeunes lecteurs des Nouvelles 
Annales. 

Taéorëme IV. Entre un nombre et son carré il y aura 
toujours un nombre donné p de nombres premiers à par- 
tir d'une valeur suffisamment grande. 

Ce théorème est une conséquence évidente du théo- 
rème III. Comme cas particulier, on retrouve le théorème 
de M. de Polignac : : Entre un nombre et son carré il ya 
toujours un nombre premier é 

En terminant, je crois devoir faire observer que si fa 
démonstration Es théorème de Legendre ou du postulatum 
auquel je l’ai ramené doit encore résister aux investiga- 
tions des géomètres , le théorème IT, par son énoncé si 
simple, mérite d'appeler leurs efforts. MM. Tchebichef 
et de Polignac, par exemple, pourraient peut-être par- 
venir à le démontrer par leurs savantes méthodes. 


NOTE SUR LE THÉORÈME DE GOLDBACH. 


Tout nombre pair, excepté », est la somme de deux 
nombres premiers au moins de deux manières, et lors- 
que le nombre pair est double d’un nombre impair, it 
est toujours simultanément la somme de deux nombres 
premiers de la forme An + 1 et la somme de deux nom- 
bres premiers de la forme (fn —:1) (vérifié jusqu’à 
10 000). 

L’énoncé ainsi complété permet d'établir un certain 
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lien entre le théorème de Goldbach et d’autres proposi- 
tions connues. 

Remarquons d'abord que la première partie de la pro- 
position exige nécessairement la vérité du théorème que 
nous avons déjà trouvé au début de la discussion d’un 
théorème de Legendre, à savoir : qu'entreun nombre plus 
grand que 6 et son double il y a toujours au moins deux 
nombres premiers. En effet, la première partie du théo- 
rème, à partir de 14, est vraie, même en ne comptant 
pas la décomposition en deux nombres premiers égaux. 

En second lieu, si l’on admettait la deuxième partie du 
théorème , en se rappelant que tout: nombre premier de 
la forme 4 n + r est la somme de deux carrés, on en con- 
clurait qu'un nombre quelconque est la somme de quatre 
carrés où d'un nombre moindre de carrés. On peut même 
ajouter que si l’on voulait obtenir uñe décomposition 
d’un nombre en quatre carrés, par exemple, pour con- 
struire géométriquement la racine carrée de ce nombre , 
on aurait peut-être de cette manière le procédé le plus 
régulier et le plus simple. Je suppose , bien entendu, que 
l’on ait à sa disposition deux Tables, l’une de nombres 
premiers ; l’autre de carrés. 

Soit proposé, par exemple, de décomposer le nombre 
527 en quatre carrés; en désignant par x°, y”, 2°, u° les 
quatre carrés inconnus , on écrira 


2(2'+ y + 2 + u?)— 654, 


et, en décomposant 654 en deux nombres premiers de la 
forme 47 + 1, 


2(2 +3 +2 + u)— 397 + 257. 


Maintenant si l’on décompose chacun des nombres 397 
et 257 en deux carrés, on a 


2 (2? + Yi + 2 + uw) — 19° + LES LENS 16?, 
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ou encore 
(cry) +(z—y)}+(z+u)} +(zs—u) 
= 19 + 12 + 16? + 6°. 


Or on peut satisfaire à cette équation en égalant chaque 
terme du premier membre au terme correspondant du se- 
cond, ce qui détermine x, y, z et u. 

On a ainsi finalement 


329 — 10° + 9° + 11° + 57. 











SUR LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS TRANSCENDANTES. 


4. Dans tout ce que nous allons dire, nous supposerons 
que l'équation ne renferme qu’une inconnue à coefli- 
cients réels, et qu'un des deux membres est nul, de sorte 
que l’autre membre est une fonction de l’inconnue. 

2. Premier principe général. Lorsque deux nombres 
réels substitués dans une fonction à une variable, à la 
place de la variable, donnent deux résultats de signes con- 
traires et si, en outre, la fonction ni aucune de ses déri- 
vées ne deviennent ni infinies ni imaginaires, par la sub- 
stitution de nombres compris entre les deux nombres 
réels, alors il existe entre ces mêmes nombres au moins 
un nombre qui , substitué à la place de la variable, annule 
la fonction. | 

3. Second principe général. Lorsque les substitutions 
de deux nombres réels ont donné des résultats de signes 
contraires, on peut, en prenant indéfiniment des moyen- 
nes entre ces nombres, parvenir à des limites dont la dif- 
férence soit moindre qu'une quantité donnée; ces limites 
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comprennent un nombre qui, substitué dans la fonction , 


l’annule. 
4. La longueur et la complication des calculs rend le 


plus souvent ce second principe impraticable, et l’on doit 
recourir à d’autres moyens d’approximation. 


Méthode des séries. 


Soit l'équation 
Ft MOEIO: 


Substitution. Résultats. 


x F 
J ape | 
2 — 6 
3 + 17 


1l y à au moins une racine entre 2 et 3. 


LL eh 0 110: 


Éd 2 Cf Yÿ = + 0,908. 
WT - 
On a x à — près ; faisons 
10 
T=H + 2,9; 
x, est plus petit que — 
u —. 
NE A NE Jet Due: Ledrapn 


(a +2,95) — 10 = 0, 


(2,5 + x) log(x, + 2,5) = log 10 (log. hyp.), 


développant 


Gen) 
On ne veut conserver que la sixième décimale et il faut se 
rappeler que x; est plus petit que 0,1. 


( MD | = 
(2,510g2,5 log10)+x (1+ log 2,5) + 122,0 2,3 (259) 








+ GED | 
2,9 log 2,5 — log 10 —— 0,0118584, 
1+log2,5 — 1,916291, 
| STE — 020000, 
— ER —— 0,0207, 
ar 0,00, 


0,005 xi — 0,0267 x? + 0,20000 x: 
+ 1,916291 x, — 0,0118584 = 0; 


équation algébrique. En la traitant par les procédés ordi- 


naires, on trouve 
2505000104 


et 


x — 2,b06184. 


Si l’on veut continuer, on fera 


# 


= x +2,506184, 
et ainsi de suite. 
Soit 
k CHE) =": 
f (x) est une fonction donnée de x, et a une quantité réelle 


donnée; on pose 


on déduit la valeur'de z, et la question se réduit à résoudre 
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l'équation 
nb a 
1°" Exemple : 
lof rs #70 
on à 
lozx = 2,506184 
et 


x 320,70, tang st = 10, PTT 


2° Exemple : 
Yy=e—2x —b5—=o; 

e est la base du système népérien. 

x Y 
— À,282 
— 1,611 
+ 9,000 
+ 1,223 


+ 0,374 
— 0,379 


ad 


D D D © bb 
D © 


LT = Xi + 2,23 

j = et 2 (2,2+x)—5—0o, 

Y = 9,02b054 en — 2x — 9,4 —0, 
2 3 


x° x | 
HE OR ( Fe gt)-a-0f=0; 





négligeant les x°, on obtient 
0,82 +0,038zxi + 1,504 2% + 4,b125x? 
+ 7,02505 x, — 0,3740946 = 0, 


d'où l’on tire la valeur de x. 
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Pour trouver les racines imaginaires, posons 


3 


T—u+Tw); 
u et y sont des quantités réelles et 


D Nr. 
On a | 
y = ct 2 fu + vi) — 5 = e"( cose + isine) 
— 2{u + vi) — 5 —0o. 


Cette équation se décompose en deux autres 





(1) | Y = et cosp —2u—D5—0o, 
20 
CU 
sin ? 


A , sin? fe MERE « 
u étant réel, —— est positif; ainsi w est compris entre 
20 
DEL 


27 et 3r, 


4x et 5x. 


Désignons une très-petite quantité par €, on a 


RE 8, u— log hÿp.2, = 
Pr —E, U —= D ; J —— ©: 


L'équation (x) n’a donc pas de racines entre o et T. 
Faisons 


P—2r HE, u—O, 2—=+, cos(2r +e) positif, 


p—Bn—e, u—D, z2——, Cos(3x — €) négatif; 


il y a donc une valeur de v entre 27 et 37 ou entre 6 
et. 
=, u— 3,059, z2—+ 4,947, 
CRETE u—=93,783, 2—— 12,919, 
Du 2,n72,..8 2: 0,500 
7,2) 402,008 ,.:2-%,.0,247, 
A 7,d4) 42,043, 225-1300} 





donc l’on a TU. | 
sr x He TON 
XZ = 2 É. qi environ 


Représentons cette valeur par a, posons 
Lo (ll —- Li 5 
vor el 
on a l'équation 
et 2{(a+x)—5—=0, 

ou 

en$ (cos 7,2 + isin7,2) ef — 10,6 — 14,4i — 2x, =. 

Dans un cercle de rayon 1, un arc de longueur 9,2 


contient 412° 31/46/46"; le ose du cosinus de 
cel arc est 


97841561 — 10, loge” —1 ,2160246, 
d’où l’on tire 
es COS 7,2 — 10 ,0042 (5), 
log sin 7,2 = 9,8906378, 
d'où | 
etsin 7,2 ee 13,051 (FETE 





2 3 
(10,0042 + i.13,051) (+ += MEET, : 


— 10,6 —14,4i—2x = 0, 
d'où 
Æ = 0,092 + 0,010ë, 
x — 2,892 + 7,210. 
5. Cette méthode consiste donc à trouver d’abord une 
valeur de la transcendante à un dixième près. Soit mn: 
cette valeur de la variable x, on fait 


L=Mm+X, 


(*) M. Spitzer trouve 10,00413. 
(**) M. Spitzer trouve 13,091519. 
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æ, sera au-dessous d’un dixième. On développe la trans- 
cendante en série convergente; on néglige les termes de 
la série dont les valeurs sont:au-dessous de la décimale à 
laquelle on veut s'arrêter , on obtient une seconde approxi- 
mation 72, ; On fait derechef 


L=M FL; 


et l’on continue de même. 


Équations à deux inconnues. 


6. Le premier principe général (n° 2) est encore ap- 


plicable. Soïent 
f(x; 7)=0, F(x, y)—o 


les deux équations données. E et f sont des fonctions en- 
tières ; posons 


BTE MENT) 06 


en donnant à æ une suite de valeurs, on obtient une 
suite correspondante de valeurs pour y et z. Si ces suites 
sont continues et que zchange de signe, il existe au moins 
un intervalle où les valeurs de x et de y auront annulé z 
et ces valeurs satisfont aux deux équations. On pourra en 
continuant trouver des valeurs de x et de y à moins d’un 
dixième près et ensuite procéder comme ci-dessus. 
Soient les deux équations 


De he SF re 


on aura les suites 


3 1,587 <+0,719 
2,5 1,741 — 0,069 
2,6 1,704 +0,0962 
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Ainsi, à moins d’un dixième près, 


LD Je 
Rae 
T—=2,9 +, =; +; 
(BASE TEE. (ro+ Pi) A ; 


Prenant les logarithmes hyperboliques , développant et 
mettant à la place de log 2,5, log 1,7 leurs valeurs respec- 
uves, on obtient 


0,9162907 + 
(1,7 +9) mire r — 1,6094379, 
(5) ÉLe 

2 


=— 


D | = 


0 ,5306282 + Loi 
2,7 


(2,95 +x) 2 ar 
(2) LT 


ut ne 


2 
ne conservant que les premières puissances, on obtient 


1 ,38602944 ; 


0,68x, + 0,91629077: = 0,0517437, 
0,530628 x, + 1,47058871 —0,0597239; 
= 0010112 010209: 


m2, 0410087 TT ER 


Observation. Nous avons copié ces exemples dans 
l’ouvrage de M. Spitzer (voir Nouvelles Annales, t. X, 
p. 366). 

Méthode des Tables. 


7. La méthode des séries peut être employée pour tou- 
tes les transcendantes susceptibles de se développer en une 
série convergente; mais lorsque la transcendante est pé- 
riodique, telles sont les lignes trigonométiriques, il est 
souvent plus commode d’en dresser les Tables, 
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Prenons pour exemple le problème de Képler. 
Soit l'équation 
Z3—=x+esinx, 
z est l’anomalie moyenne, x l’anomalie excentrique et e 
l’excentricité exprimée en parties circulaires de rayon 1; 
étant donné z, il s’agit de trouver x. 
Soit 
e —='0 ,25 (5 
exprimée en parties circulaires 
ex /° 19 13": 


Voici le commencement de la Table : 


F2 z Az 
o ! 0 ! (2 ! " 
0.00 009.00 ,000 
12.30,000 
0.10 0.12.30,000 
12.20 ,098 


0.20 0.24 59.995 
0.30 0.37.29,994 D 00t 
0.40 0.49.59,986 ar 
0.50 Le :2. 29,98 Nr 7997 
1.00 1.14.59,954 Hart 


On continue la Table jusqu'à 90 degrés; ensuite les va- 
leurs de e sinx reviennent. Étant donnée la valeur de z. 
on trouve celle de x soit dans la Table; soit par les par- 
ties proportionnelles ou par interpolation. On calcule 
ainsi une Table pour chaque planète. | 2 # 
Dans tous les Traités d'astronomie, on donne pour ce 
problème la méthode par séries (Mécaréaie céleste ;” 
I'e partie, livre IT). 





(*) La plus grande excentricité connue est celle de Junon, 0,256; la 
moindre est celle de Vénus, 0,0682; et après vient celle de Niune, 
0,00872: la plus grande, parmi les anéiennes planètes, est celle de 
Mercure, 0,20962. 
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Consultez pour l'origine du problème l'Histoire de 
l’Astronomie moderne, de Delambre, 1. 1, p. 466, 
1821. On y lit le développement complet des idées con- 
signées dans la lettre de Képler à Ursus (Bulletin, p.63), 
idées qui ont absorbé toute la vie de Képler. 

On trouve une solution du problème de Képler, par 
M. Hansen, dans les Comptes rendus, t. XXXV, n° 21, 
22 novembre 1852,et Æstronomische Nachrichten, tome 
XXXV, page 317, 1853. 

Cette solution donnée par les séries est d’une simplicité 
et d’une élégance remarquables ; il me semble qu’on peut la 
déduire de certains théorèmes de notre illustre géomètre, 
maintenant le plus grand analyste du siècle, théorèmes 
que je ne puis retrouver pour le moment. 

Le nombre de ces théorèmes est si considérable, leur 
dispersion si grande, quil faudrait une boussole spéciale 
pour se diriger dans ces sporades analytiques. À un grand 
architecte, on est en droit de demander un édifice. En ac- 
cumulant sans cesse matériaux sur matériaux ; on ren- 
contre l'inconvénient si pittoresquement exprimé dans ce 
dicton allemand: Les arbres empéchent de voir la forét. 
Quand aurons-nous la mécanique moléculaire si souvent, 
si solennellement promise! Toutefois, demain n’appar- 


tient à personne. 
La suite prochainement. 


QUESTIONS. 





311. Trouver l'aire d’une portion d'hyperboloïde de 
révolution à une nappe renfermée entre deux sections cir- 
culaires parallèles. On donne les rayons des cercles, la 
longueur de la partie de l’axe, la longueur de V élément 
rectiligne que ces sections interéeptent. 
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312. Mener par un point donné dans un angle sphé- 
rique un arc de grand cercle tel, que le rapport des sinus 
des deux segments soit égal à une quantité donnée. 

313. Construire la surface 





+ (e — base néperienne.) 


(E. CaTazAn.) 











MODES DE GÉNÉRATION 
DES CASSINOIDES ET DES LEMNISCATES ; 
Par M. GARLIN, 


Docteur ès Sciences. 





La définition géométrique de la cassinoïde ou ellipse 
de Cassini est que le produit des distances d’un point quel- 
conque de cette courbe à deux points fixes (qu'on nomme 
foyers ou pôles) est constant. On sait qu'on a comme cas 
particulier la lemniscate de Bernoulli ou lemniscate hy- 
perbolique. Je vais indiquer ici quelques moyens nou- 
veaux d'obtenir ces courbes remarquables, dont la dis- 
cussion complète se trouve dans les Traités de géométrie 
analytique. 

Prosrëme [. Le lieu géométrique des foyers des co- 
niques concentriques ayant un diamètre déterminé de 
grandeur et de position, le diamètre conjugué étant seu- 
lement déterminé de grandeur, est une cassinoïde. 

On peut résoudre cette question en se servant de l’équa- 
tion aux foyers ; mais nous nous contenterons de donner 
la démonstration géométrique suivante : 

Prenons le diamètre fixe OA pour axe des abscisses et 
la perpendiculaire OY pour axe des ordonnées. Soit OB 


Ann. de Mathémat., t. XIV. (Août 185. ) 20 
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la position de l’autre diamètre correspondant à une va- 
leur particulière de linclinaison variable 9. Si F est un 


+ 





point du lieu, le point F”, symétrique par rapport à l’o- 
rigine, en est aussi un; donc les coordonnées des points 
F'et F’ sont égales « et À signe contraire, et l’origine des 
coordonnées est un centre du lieu chérthe Rétdene 
comme à l'ordinaire par a’ et b’ les deux demi-diamètres 
conjugués, par a et b les demi-axes de la conique dont F 
et F' sont les foyers; x ety étant les coordonnées con-. 
stantes, on a, pour le carré de la demi-excentricité, 


(1) x? + y? = a? — b?, 

Mais, d’après un des théorèmes d’Apollonius sur les 
diamètres conjugués , on a 
(2) a? + b?= a"? + b”?, 

Enfin, le point À appartenant à la conique que nous 
supposerons être une ellipse, on a la relation | 

AF + AF'— 24. 
Je dis maintenant que le produit FA .FA/ ou FA .F'A 


(puisque FA’= F’A) est constant. En effet, élevant la 
dernière relation au carré, il vient 


(3) AF + AF/ + 2AF.AF — a. 


Or la figure donne 





a à 2 
PS NT 
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d’ailleurs, d’après les équations (1) et (2), 
20 = a+? + x + y; 
par suite, l'équation (3) se réduit à 
| AFsAFRE—:D 2 


Ainsi on a bienune cassinoïde dont les pôles soni les ex- 
trémités du diamètre fixe, et dont le produit constant cor- 
respondant est le carré du demi-diamètre conjugué. 

En écrivant la dernière équation en coordonnées rec- 
tangles, on voit immédiatement que quand les deux dia- 
mètres conjugués sont égaux , la cassinoïde se transforme 
dans la lemniscate de Bernoulli. 

Remarque. Les triangles tels que AFF’ ont la médiane 
AO constante de grandeur et de position, et le produit 
des deux côtés adjacents AF.AF'est constant. Il résulte 
de là la génération suivante des cassinoïdes : 

Taéorime. Les sommets des angles à la base des 
triangles dont la médiane correspondante est constante 
de grandeur et de position, et dont le produit des deux 
autres côtés est invariable, décrivent des ellipses de Cas- 
Sin. 

Si la médiane est moyenne proportionnelle entre les 
côtés adjacents, les courbes décrites sont des lemnis- 
cales. 

Prose Il. 7rouver le lieu géométrique des foyers 
et des sommets des cassinoïdes concentriques de module 
donné et assujelties à passer par un méme point. 

_L’équation de la cassinoïde, dans les deux systèmes de 
coordonnées le plus fréquemment employés, affecte les 
deux formes 


1) (x? Hp} aa (xt = p) + a = W,N 


. 


T2) ri— 2aco520.r?+ a = bt; 


20, 
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2 a est la distance des deux points fixes et L° est le produit 
constant des distances d’un point quelconque de la courbe 
à ces deux points. 


On appelle module le rapport = Gas — k ; on le suppose ici 


donné. Remplaçant b par sa cie ak, l'équation (1) 
s'écrit 
(3) (a+ y} —oa(x— y) + at(1 =) = 0. 

On prend pour OX la ligne joignant le centre commun 
au point donné, lequel est à une distance d de ce centre, 
et pour OY la perpendiculaire menée par ce centre. En 
faisant varier le paramètre a, dans (3), on obtient une 
infinité de courbes. Soit maintenant OX'faisant avec OX 
l’angle «, le grand axe d’une courbe quelconque du sys- 
_tème. On a l’équation (3) pour l'équation de cette courbe 
rapportée à OX’ et OY", le paramètre a ayant une valeur 
déterminée. Si l’on voulait dans cette équation remplacer 
a par &, il suflirait d'exprimer qu'elle est satisfaite par 
les valeurs 

æ—=dcosa, Y—— dsine, 
ce qui donne | 
(4) di — 2ad?cos2a + a (1— M)= o. 
Si l’on éliminait & entre (3) et (4), on aurait l'équation 
générale des courbes du système par rapport aux axes mo- 
biles OX’ et OY". 

Pour avoir l'équation du lieu des foyers, il suflit 
dans (4) de remplacér a par r, ce qui donne pour l’équa- 
tion polaire du lieu 

2. d? d' 


te SRE 7e O. 
FE 


1— 





ri — 


Cette équation a la même forme que l’équation (2). Cher- 
chons dans quels cas on peut identifier ces équations; on 
doit avoir 

d° LE 


2 2 É 
1— #' 





D , Fr 


( 509 ) 
Ces deux conditions déterminent les deux éléments a et 
b; pour qu'ils soient réels, il faut qu'on ait k € 5. 
IL est à remarquer que le module du lieu des foyers est 
le même que pour les courbes du système, car 


GAS 


a 


Dans l'hypothèse particulière 4 — 1, auquel cas les cour- 
bes du système sont des RCE Et P équation du leu 
des foyers devient 

Fr? — RTE 
2 COS 2 


ou 
2 CR d? 
M Le ne 

Elle représente des hyperboles équilatères dont les asymp- 


totes sont les pe des angles des axes et dont le 


demi-axe transverse est — = à 
2 
L'équation du lieu des sommets se déduit sans peine de 
celle que nous avons trouvée pour les foyers. En effet, si 
p désigne le rayon vecteur d’un sommet, on a, comme il 
est aisé de le voir, 


pa? b?. 


Or, a désigne le rayon vecteur r du foyer correspondant, 
et comme d’ailleurs b — k, la relation précédente donne 


p? 
TA 


ri 


Substituant cette valeur dans l’équation des foyers, il 


vient 


2 d? | s AA (LT ENC PER 
RS M à —+- SP EE 





Pie 
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En raisonnant comme précédemment , on voit que cette 
équation représente des cassinoïdes, pourvu qne le mo- 
dule Æ soit moindre que l’unité. 


ÉD 


PROBLÈME 
Sur un faisceau homographique dans les coniques ; 
Par M. POUDRA, 


Chef d’escadron d’état-major en retraite. 





Soient donnés dans un même plan les cinq points a, 
b,c, d,e, trouver un point m tel, que les cinq droites 
ma, mb, mc, md, me forment un faisceau homographi- 
que avec un autre faisceau Ma, , Mb,, Mc,, Md, Me, 
de cinq droites données. 

Par un des points b donné, on trace les droites ba, be, 
bd, be. On détermine ensuite la droite bf qui est telle, 
que les quatre droïtes bc, bd, ba, bf forment un fais- 
ceau homographique avec celui qui est déterminé par les 
quatre droites Mc;, Md,,Ma;, Mb,. On construit de 
même la droite bg'telle, que le faisceau formé par les quatre 
droites bc, bd, be, bg soit homographique avec celui des 
quatre droites Mc, , M4, , Me, , Mb,. : 

On détermine ensuite la section conique qui passe par 
les quatre points a, b, c, d et qui soit tangente à la droite 
bf; de mème, la section conique passant par les quatre 
points b,c, d,e et qui soit tangente à bg. Ces deux sec- 
tions coniques se coupent en un quatrième point 77 qui 
est le point cherché. | 


(,3#46) 








SOLUTION DE LA QUESTION 504 


( voir page 211 ); 


Par M. POUDRA, 


Chef d’escadron d’état-major en retraite. 





Soient donnés dans un même plan: 1° cinq points 
1, 2, 3, 4, 5 sur une droite À ; 2° cinq droites à, b, c, d, e. 
Mener une transversale mn qui coupe les cinq droites en 
cinq points 11, 21» 319 419 D4 Qui soient homographiques 
aux cinq points de la droite A. 

Considérons d’abord les quatre droites a,b,c,e. La 
droite a coupe les droites D, c, e en trois points. On dé- 
termine sur cette droite un quatrième point « tel, que le 
rapport anharmonique de ces quatre points soit égal à 
celui des quatre points donnés 1, 4, 2, 5. De même la 
droite bcoupe a, c, een trois points, et soit 5 le quatrième 
point tel, que le rapport anharmonique de ces quatre 
points soit aussi égal à celui des points 1, 4, 2, 5. On 
joint les points « et G, et alors on détermine la section co- 
nique tangente aux cinq droites &, b,c,e, (aB). Elle 
sera telle, que toute tangente à cette courbe sera coupée 
par les droites &, b,c, e en quatre points dont le rapport 
anbharmonique sera toujours égal à celui des quatre points 
1,4,2,9. 

Considérons ensuite les quatre droites à, b, d, e, et dé- 
terminons de même une conique tangente à ces quatre 
droites et telle, qu'une tangente quelconque coupe ces 
quatre droites a, b, d, e en quatre points dont le rapport 
anharmonique soit égal à celui des quatre points donnés 
Pro as. 


La tangente mn commune à ces deux coniques sera la 


(13.48) 
transversale cherchée. Les deux coniques ayant déjà par 
construction trois tangentes communes, il n’y a qu'une 
solution au problème. 


NOTE SUR LE PRINCIPE DE L'HOMOGÉNÉITÉ ; 
Par M. Pauz SERRET, 


Professeur. 





À. Tréorime. Si, laissant indéterminée l’unité de lon- 
gueur, on représente par les nombres a, b, c, etc., les 
longueurs des différentes lignes À, B,C, etc., d’une ft- 


gure et que l’on trouve entre ces nombres La relation 
far bic.) 0; 


le polynôme f (a, b, c,...) qui forme le premier membre 
de cette équation sera homogène. 

Dans la démonstration que l'on donne ordinairement 
de cette importante proposition, on établit, pour le cas où 
la relation entre les gramdeurs considérées peut s’expri- 
mer algébriquement, que st le polynôme f (a,b,c,...) 
n’est pas homogène, l'équation. 


Va (72 b, CITES O 


doit du moins se décomposer en une série d'équations 
homogènes 


(as, conahe10 ;: (4300 00 OMIESIOPREE 


ayant lieu séparément, et dont chacune exprimerait par 
conséquent une propriété particulière de la figure consi- 
dérée. 

Il me paraît fâcheux, toutefois, que l’on ne donne ja- 
mais à l’appui de cette singulière démonstration un seul 
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exemple présentant aux élèves cette agréable surprise 
d’une équation recélant dans son apparente unité, non- 
seulement la relation déterminée que l’on cherchait à 
metire en évidence entre les éléments considérés de la fi- 
gure, mais encore plusieurs autres relations distinctes de 
la première , auxquelles le calculateur ne songeait nulle- 
ment , mais que le calcul, beaucoup plus intelligent , ne 
pouvait omettre. 

Malheureusement pour le calcul, l’exemple que l’on 
néglige de donner est encore à trouver, et le principe de 
l’homogénéité peut sans inconvénient se passer de son 
concours. 

2. Supposons, en effet, qu'ayant pour objet de trouver 
une certaine relation déterminée existant entre les lon- 
gueurs des lignes À, B, C, eic., d’une figure, nous pre- 
nions d’abord l’une de ces lignes ;*A par exemple, pour 
unité de longueur. 

Soient 1, b', c', etc., les nombres qui expriment les 
longueurs des lignes À , B, C, etc., et soit 


(1) Ar Bic ARE à 
la relation trouvée entre ces nombres. 

Laissons en second lieu l'unité de longueur indétermi- 
née, et soient alors a, b, c, etc., les nombres, indétermi- 
nés aussi, qui mesurent les lignes À, B,C , etc. 

Le rapport de deux grandeurs étant indépendant de 
l'unité particulière adoptée pour les mesurer, on aura les 
relations suivantes : 

BONE ASSET CNE 


+ 7 


ou 


Donc, en remplaçant dans l’équauion (1) les nombres 


(314) | 
b',c', etc., par leurs valeurs, nous aurons la relation gé- 
nérale cherchée | 


AMD TE 
(2) AC EC 
équation homogène de degré zéro, et qui demeurera en- 
core homogène en prenant le degré m si, pour faire dispa- 
raître les dénominateurs, on multiplie tous les termes par 
la plus haute puissance de a, a” qui entre algébrique- 
ment en dénominateur. 

Remarque. Cette démonstration contient en mème 
temps l’indication de la marche à suivre pour rétablir 
l’indétermination de l’unité dans une équation quand on 
a pris d’abord l’une des lignes de la figure pour unité de 
longeur. Elle s'applique d’ailleurs à toutes les relations 
possibles entre les éléments de la figure, soit que ces re- 
lations puissent s'exprimer algébriquement, soit qu’elles 
se traduisent par des équations transcendantes, tandis 
que la démonstration ordinaire, outre les inconvénients 
signalés plus haut, s'applique seulement au premier cas. 


DEUX THÉORÈMES 
RELATIFS A LA PARTITION DES NOMBRES; 
Par M. Paux VOLPICELLI. 


Lemmé. Soit 


c—2Mh%hË,.. A7, 


où um, &, B,..., 7 Téprésentent des entiers, et 2,,:, 
hs ,.…., k,; expriment des nombres premiers. En posant 


H=(a+1)(B+ 1)... (r+40), 


( 315 ) 
les nombres w,, w, des solutions entières de l’équation 
19 q 
LUF —0C 
sont représentés par les équations 


CRUE (es 


D = —— © ———— 37 
Fo 


(1) | à 


CORPS PAP 
2 


LS PE 


La première de ces formules se rapporte au cas dans 
lequel au moins un des exposants pr, «, f,..., t est im- 
pair, et la seconde n’est applicable que quand les mêmes 
exposants sont tous pairs: Dans le cas de 


MARS NS BR, 
u devra être impair dans la première et pair >> 2 dans la 
seconde. En faisant 
DEN SN NE PE, 
on aura de la première, par corollaire, 
Ron M 


formule déjà donnée par Legendre (*) et par Poinsot (**).. 
En outre, en supposant que 4,, h,,..., h; soient tous 
nombres premiers de la forme 4m + 1, le nombre des 
solutions entières de l'équation 

Fi Jie 


est exprimé par les équations 


[mn 


à / 
=; 4; Va 


PT ——n, 
D 
LS 


(H +1), y”— 


D 


4 


(*) Théorie des nombres ; t. 1, p. 8; Paris, 1830. 
(**) Comptes rendus ; t. XXVIIT, p. 582; mai 1840. 


Ÿ* 
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La première de ces formules est applicable quand, quel 
que soit p, un au moins des exposants &,/{5,...,7, est im- 
pair ; la deuxième quand, . étant impair, les mêmes expo- 
sants sont tous pairs; la troisième quand , L étant pair ou 
zéro, tous les autres exposants sont pairs (*). 

Tone I. Tout nombre c, excepté le double d un 
impair, est autant de fois représenté par la somme de 
x — y nombres impairs consécutifs, en commencant 
par 2yÿ +1 et en terminant par 2x — 1, qu'il y a de 
solutions entières pour l’équation 


2 2 — 
'—Y =C, 


le nombre desquelles est donné par les équations (1). 
Si c est carré, y aura de plus la décomposition 
suivante : 

LES RS AE 


Exemple : Qu'on ait 


RE MU = NE 
On a 


et pour cela 


donc 
PA N0; ALI 06 NY NT TA 

d'où 

z—7=2, 4, 6, 

AVE TT I0 107 0e 

D A=-97% 001, A7S 
et enfin 

FE au 

12 = 4 15+17+19+21, 
| 1+ 9+i11 +138 + 15 + 19. 





(*) Journal de Mathématiques pures et appliquées de M. A.-L. Crelle ; 
tome XLIX, 


ln) 

THéorëmE Î[. Zout nombre c qui se décompose en 
deux .carrés x?, y? est la somme de deux progressions 
arithmétiques dont la première se forme de y, termes, 
en commencant par 2 eter terminant par AY: — 2, et la 
seconde de x; —Y, termes, en commencant par 2 y, +1 
et en terminant par 2x, —1. Il y aura pour c autant 
de ces décompositions qu'il y a des solutions entières 
pour l'équation 

æ; + y AS 
dont le nombre est donné par les équations (2). Si e est 
carré, Üy aura de plus la décomposition 


Cu +35 He... Poor: 
Exemple : Qu'on ait : 
CTI OD ET T0) 
les solutions entières de l’équation 
x? + y? = 1105 
seront | 
0) 3124, 03350 0012, 229004; 
d’où | 
ne 2—94, 40, 90, 14: 274 L—= 19/6, 17807 
Du 1095, O1, AO; Lx —yi—28; 19; 1,520: 


et enfin 


2 + 6 +10 ...+ 34 + 19 + 21 +...+ Gr + 63, 
24+6+...+ 46 + 25 + 27 +...+ 59 +61, 
2+6+...+ 90 + 47, 

2+6+...+14+ 9+11+...+63 + 66. 


1109 — 
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SOLUTION DE LA QUESTION 506 


(voir page 211); 
Par M. Enxesr DE JONQUIÈRES, 


Lieutenant de vaisseau. 





Appelons, pour abréger, rayons pivotarnits les rayons 
tels que Sa, et rayons tangentiels les tangentes issues 
des points b,. Soient E le point de concours des côtés AC, 
BD; z le point où AB rencontre la transversale L; k, /,m 
les points où L est coupée par les autres côtés AC, DB, 
CD du quadrilatère ABDC; enfin , soient e , f les points 
doubles des deux divisions homographiques a,, etc. 
b,, etc. 
La courbe passe par le point S; car si l’on regarde le 
côté SBz comme étant un rayon tangentiel, le rayon 
pivotant Si! qui lui correspond, quel qu’il soit , le coupe 
au point S. 

Pour tout autre rayon pivotant Sa, , on a une origine b, 
différente de t, et cette origine donne lieu à deux tan- 
gentes (réelles ou imaginaires) qui déterminent toujours 
deux points de la courbe sur le rayon Sa, , sans compter 
le point $ qui s'y trouve déjà. La courbe est donc du troi- 
sième degré, puisque toute transversale issue du point S 
la coupe en trois points (*). 

Prenons la droite SC pour rayon pivotant. La conique 
à décrire est assujettie à toucher à la fois les trois droites 
CA, CS, CD qui concourent au même point C et les 
deux droites BA, BD. Or, il n’y a que la droite CD, el- 
lipse infiniment aplatie, qui satisfasse à la question. Les 
rayons tangentiels passent dans ce cas par les extrémités 
C et D de cette droite. Donc le point C 2ppsress à la 


courbe. 


P 


(*Y TH reste à démontrer que le pointS n’est pas un point multiple. Tu. 


(3:19 ) 

-Mèmes raisonnements pour les points E et D. 

Il est évident que la courbe passe aussi une seule fois 
par chacun des points doubles e, f. Cherchons le troi- 
sième point d’intersection de la courbe et de la transver- 
sale L; ce point est unique. Pour le déterminer, inscri- 
vons une conique dans le pentagone formé par le quadri- 
. latère donné et par la transversale; puis menons par le 
point S (au moyen du théorème de M. Brianchon) la 
tangente Sa, à cetie conique. Si l’on regarde cette tan- 
gente comme étant le rayon pivotant actuel, L sera l’un 
des rayons tangentiels conjugués. Donc le point a, où la 
tangente Sa, coupe L, est le troisième point cherché. 

Nous avons déjà deux points de la courbe sur chacun 
des côtés ACk, CDm, DBZ, savoir : C et E sur AC, 
C et D sur CD, D et E sur DB. Pour obtenir les troi- 
sièmes points d'intersection respectifs, traçons les rayons 
pivotants conjugués respectivement Sk’, Sm', Sl'. Les 
rayons couperont les côtés correspondants en des points 
qui sont les points cherchés. 

Voilà donc neuf points de la courbe déterminés sans 
tracer aucune conique, On peut ensuite achever la con- 
struction en employant le procédé indiqué par M. Chasles 
dans les Comptes rendus du 30 mai 1853, mais rien 
n'empêche d'effectuer la construction même de l’énoncé 
qui n’exige pas davantage le tracé des coniques. En effet, 
pour chacune d’elles , le problème à résoudre se réduit à 
mener par un point deux tangentes à une conique déter- 
minée par cinq tangentes données. Prenons quatre de 
celles-ci ; elles forment un quadrilatère et les tangentes 
cherchées forment un faisceau en involution avec les 
quatre rayons qui joignent le point donné aux quatre 
sommets de ce quadrilatère (Géométrie supér., p. 667). 

Formons un autre quadrilatère avec quatre autres tan- 
gentes prises dans les cinq qui sont données, les tangentes 
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cherchées sont aussi en involution avec les rayons qui 
aboutissent aux sommets de ce second quadrilatère. Cou- 
pant toutes les lignes de la figure par une transversale ar- 
bitraire, le problème est ramené à celui du. n° 271 de la 
Géométrie supérieure. 

Ainsi la question est complétement résoiue. Remar- 
quons, chemin faisant, que le faisceau des coniques est 
homographique avec la division de points que leurs cen- 
tres déterminent sur la droite qui les content tous, et, 
plus généralement, avec la division de points formée par 
les pôles d’une droïte quelconque du plan de la figure pris 
relativement à ces coniques. 

Le théorème 306 donne lieu au suivant : 

Tuéorkme. On donne dans un plan : 1° quatre points 
1,2, 3,4 ; 2° une droite L passant par l’un de ces points, 
1 par exemple, et deux divisions homograplhiques m, 
n,etc., m’,n/, etc., sur cettedroite; 3° un point quelconque 
O hors de la droite. Par un point variable m de la pre- 
mière division et les quatre points 1,2,3,4, on fait 
passer une conique et l’on joint le point O au point m', 
conjugué de m, par un rayon Om’ qui coupe la conique 
_en deux points à, É; enfin on joint le point m à ces 
deux points. Toutes les droites telles que ma, mf en- 
veloppent une courbe de troisième classe qui touche la 
droite L, les côtés 2-3 , 3-4 du quadrilatère 1,2, 3, 4, 
sa diagonale 2-4 ainsi que les deux rayons Oe , Of qui 
joignent le point O aux points doubles des deux divi- 
sions homographiques tracées sur L. 

La loi de dualité dispense de prouver ce second théo- 
rème, La démonstration est corrélative de la précédente 
et donne lieu aux mêmes considérations. 


L. 5204 








NOTE 
Sur la forme préférable des triangles géodésiques ; 


Par M. E. GAUCHEREL 


Capitaine sous-directeur des études à l’École impériale spéciale Militaire. 





La forme préférable des triangles géodésiques est la 
forme équilatérale, parce que le triangle équilatéral pré- 
sente l’avantage de conserver les s mêmes longueurs aux 
côtés et d'embrasser la plus g grande surface avec le moin- 
dre nombre de triangles. à 

On a voulu prouver que l’analyse confirmait ce 
principe, et, dans le Traité de Géodésie de Puissant, on 
trouve une démonstration qui a été jusqu’à présent ad- 
mise dans l’enseignement. 

La question est ainsi posée : une base à d’un triangle 
ABC est mesurée exactement’, les deux angles À et B 
comportent une mème erreur d'A. Pour quelle forme de 
triangle l'erreur qui en résulte sur les côtés sera-t-elle un 
minimum ? 

On suppose que l'erreur se produit d’abord dans le 
mème sens sur les deux angles, et on est conduit à l’ex- 
pression 

da — adA(cot A — cotB). 


On en déduit que da est un minimum pour À — B, et 
que le même calcul appliqué au côté c donne le minimum 
de de pour C — B. | 
"Ces deux conclusions ne sont pas exactes. En effet : 
° ce n’est pas le minimum de l'erreur absolue da qui a 
lieu pour À —B, c’est le minimum de l'erreur relative 
Ann. de Mathémat., 1. XIV. (Septembre 1855.) 21 
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da 0 
—; 2° en conservant les mêmes hypothèses sur les varia- 
«a 


tions de À et de B, on n'arrive pas à l’expression 
de = c.dA (cotC — cotB), 


puisqu'on ne peut pas supposer que la variation des trois 
angles est de même signe, les trois erreurs angulaires 
étant assujetties à la relation 


dA+dB+dC=—=o. 


Après avoir supposé que l'erreur ZA est de même signe 
sur les deux angles! À et B, on suppose qu’elle est de 
signes contraires. On.est conduit alors à l'expression 


2 sinCG 
Le. == ET DRE NT 
à sa. es CA CABVEL cos G 


d’où l’on conelut que l'erreur da est la plus petite pos- 
sible pour À — B. Comme pÉAennEn ts cette conclu- 
sion ne PEU PAR ‘appliquer à l'erreur absolue da. De 
plus, elle n’est vraie que pour une valeur constante de C; 
elle établit donc seulement une comparaison entre les 
différents triangles ayant même base b et même angle C. 
J'ai émis la même opinion dans un Mémoire présenté à 
l’Académie des Sciences , dans sa séance du 25 février 
1890. Le 
En résumé, cette démonstration ne prouve pas quel Je 
triangle cduuatéral soit celui de tous les triangles con 
struits sur une même base pour lequel l’erreur absolue 
ou l'erreur relative sur les côtés est la plus petite possible. 
Il faut donc regretter qu’une pareille démonstration se 
soit glissée dans le bel ouvrage de Puissant, et s'étonner 
qu’elle se soit maintenue aussi longtemps dans l’ensei- 
gnement. ù 
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M. le commandant Salneuve, dont l'ouvrage est adopté 
pour l’enseignement de la topographie et de la géodésie à 
l'École impériale d'État-major, se contentait, dans sa pre- 
mière édition, de reproduire à peu de choses près la pre- 
mière partie de la démonstration précédente. 

Dans la seconde édition, l’auteur traite la question 
d’une manière plus complète, mais l'erreur déjà signalée 
et relative aux signes des variations angulaires se re- 
produit également dans cette nouvelle démonstration. 

La conclusion de l’auteur est celle-ci: Æu point de 
vue théorique, c’est le triangle équilatéral qui est le 
metlleur, lorsque les erreurs angulaires sont de méme 
signe; C'est le triangle isocèle rectangle, quand ces er- 
reurs sont de signes contraires. Maïs il est impossible, 
dans la pratique, de se soumettre à ces prescriptions. … 

Voici donc un’ professeur distingué conduit à recon- 
uaîitre que le triangle équilatéral est le meilleur, non pas 
parce qu'il est toujours le plus ‘exactement déterminé, 
mais quoiqu'il ne jouisse pas de cette propriété. C’est 
ainsi que J'avais formulé une des conséquences du Mé- 
moire cité ci-dessus. 

M. le commandant, Testu, dans son raité de Topo- 
graphie et de Géodésie, et M. le commandant Livet, 
dans le cours de géodésie qu'il faisait à l'Ecole d’Appli- 
cation de Metz, donnent la démonstation telle qu’elle se’ 
trouve dans l’ouvrage de Puissant. 

A l'Ecole impériale spéciale Militaire, la même pro- 
position est démontrée sans le secours de l’analyse et par 
cette seule considération , que chacun des angles doit se 
rapprocher autant que possible de l’angle droit. Or il 
n’est pas exact d'appliquer aux angles à la base ce qui ne 
peut se démontrer que pour l’angle au sommet. 

Dans son ouvrage sur les approximations numériques, 
M. Vieille cherche l'erreur relative sur un côté; 1l arrive 

PI: 
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à l'expression 
da 
— — dA(cotA — cotB). 
«a 
Il peut donc dire que le minimum de cette expression a 
lieu pour À — B; mais son raisonnement n’est plus exact 


quand 1l ajoute qu’on trouverait de même 


= dC(cotC — co Be 

Le 25 février 1850, j'eus l'honneur de remettre à 
M. Arago un Mémoire dans la première partie duquel 
j'établissais que la démonstration donnée dans ouvrage 
de Puissant n’était pas exacte; Je proposais, dans la se- 
conde, d'envisager la question sous un autre point de vue. 
Le Mémoire fut présenté le même jour. 

Dans la séance du 15 avril suivant, M. le colonel 
Hossard présentait un Mémoire dans lequel il se proposait 
de démontrer que le triangle équilatéral donne les meil- 
leures conditions d’exactitude. Dans les séances des 27 mai 
et à juin; M. Hossard adressait une modification et un 
supplément à son premier travail, et publiait à la même 
époque deux petites brochures extraites des Mémoires 
soumis à l’Académie. 

La même année, dans les numéros de mai et de juin 
-des Nouvelles Annales de Mathématiques, M. le géné- 
ral Piobert publiait un travail sur la forme préférable 
des triangles géodésiques. Enfin, dans la séance du 
5 août, le savant général lisait sur le même sujet une 
Note que l’on trouve en entier dans le den rendude la 
séance. | 

Je me propose de donner en quelques : mots les conclu- 
sions des travaux de MM. Hossard et Piobert, sans entrer 
dans le détail des calculs à sans suivre mème la marche 
des raisonnements. 


-# 
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M. Hossard dit en débutant : L'erreur sur un côté pro- 
venant des erreurs angulaires sera exprimée par le rap- 
port de la variation absolue de ce côté à sa longueur. 

De même , l'erreur sur la position d’un point déter- 
miné aura pour expression le quotient du déplacement 
absolu de ce point par la distance au point de départ. 

C’est ce quotient ou déplacement relatif qu'il te 
de rendre le moindre possible. 

Je ne comprends pas pourquoi le déplacement du som- 
met est rapporté au point de départ, ni pourquoi l’au- 
teur dit plus tard que ce point de départ est l’extrémité la 
plus rapprochée de la base. 

Dans la détermination d’un point géodésique, ce sera 
le déplacement absolu de ce point que je m'’attacherai à 
rendre le moindre possible, et je crois être dans le vrai. 

En effet, un canevas géodésique se résume dans les 
coordonnées des différents sommets des triangles , et les 
coordonnées les plus exactes correspondront évidemment 
aux points dont les déplacements absolus seront les moin- 
dres. Tout ce qu'on peut dire en dehors de ce principe 
peut faire l’objet de Mémoires fort intéressants , mais ne 
doit pas trouver place dans l’enseignement. Quoï qu’il en 
soit, en suivant le raisonnement de l’auteur on arrive à 
cette conclusion : Lorsque les observations portent sur 
les trois angles, le triangle équilatéral est celui pour le- 
quel la plus grande erreur à craindre sur la position du 
sommet est la moindre possible. 

J'ajoute qu’il est question ici de l'erreur relative, c’est- 
à-dire du rapport du déplacement absolu du sommet à la 
longueur du plus petit des deux côtés adjacents à ce 
sommet. ? 

M. le colonel Hossard examine ensuite le cas où les 
deux angles à la base sont seuls observés, et arrive à cette 
conclusion, que le triangle rectangle isocèle est celui pour 


à 
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lequel l'erreur relative sur la position du point est fa 
moindre possible. : 

Puis vient la recherche du déplacement absolu dans le 
cas du triangle isocèle; la conclusion est que le triangle 
à préférer serait le triangle isocèle rectangle au sommet. 

M. le colonel Hossard fait enfin remarquer que si, 
au lieu de chercher le déplacement relatif par rapport à 
l’un des côtés, on eût chérché le déplacement relatif par 
rapport à la hauteur, on serait encore arrivé au méme 
résultat que précédemment, à savoir, que lorsque les 
trois angles sont observés, la forme équilatérale est celie 
qui donne lieu au minimum des plus grandes erreurs. 

Toutefois, il semble, ajoute l’auteur, que l'erreur doit 
étre exprimée en fonction de la distance du sommet du 
triangle au point le plus voisin de la base pris comme 
point de départ, plutôt qu’en PpEtdtlE de la hauteur du 
triangle. 

Je ne trouve pas cette opinion assez motivée, et le dé- 
placement relatif à la hauteur du triangle aurait pour 
moi plus de signification que celui qui a été plus partieu- 
lièrement étudié par M. Hossard. 

Dans la seconde ‘brochure, M. Hossard cherche le 
triangle pour lequel l'erreur moyenne est un minimum ; 
mais ici la discussion me paraît devenir plus spéculative 
qu'utile, et je ne suivrai pas l’auteur sur ce terrain. Je 
constate seulement que cette nouvelle considération con- 
duit à conclure que le triangle préférable est compris 
entre le triangle rectangle et le triangle équilatéral. 

Je termine ce résumé succinct en témoignant la vive 
impatience que j'éprouve de savoir comment M. le colo- 
.nel Hossard, nommé récemment professeur de géodésie 
à l’École Polytechnique, fera la leçon sur cette matière. 

Si je veux maintenant examiner le travail de M. le gé- 
néral Piobert sur le même sujet, je ne considérerai que 


+) 
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la Note contenue dans le Compte rendu de la séance du 
5 août 1850. Cette Note, qui résume les précédentes, est 
une discussion extrêmement remarquable de la question. 

Le savant général insiste sur l’avantage de rapporter la 
déformation des triangles soit à la hauteur, soit à la 
longueur des côtés, etcherche le minimum de cette défor- 
mation}, soit pour la moyenne des plus grandes déforma- 
tions dans les deux sens, soit pour la plus grande défor- 
mation dans les deux sens, soit pour le produit des plus 
grandes déformations dans les deux sens, soit pour Paire 
de l’espace dans lequel le sommet du triangle peut errer, 
soit pour le rapport de cette aire à celle du triangle, soit 
pour la déformation en hauteur, soit enfin pour la défor- 
mation latérale. L'auteur détermine la valeur des angles 
des triangles préférables, suivant que l'on pose l’une ou 
l’autre des conditions énumérées ci-dessus. 

Je répéterai, à cet égard, ce que j'ai dit précédemment : 
qu'il me semble beaucoup plus rationnel, beaucoup plus 
simple et beaucoup plus utile d’ établir À discussion sur 
le déplacement absolu du sommet. À. 

Je me propose maintenant d'étudier la même question 
en me plaçant à à un point de vue différent de celui des au- 
teurs qui l’ont précédemment traitée. 

Je pars de ce principe , que la forme préférable des tri- 
angles géodésiques est la forme équilatérale, parce que 
le triangle équilatéral présente l'avantage de conserver 
les mêmes longueurs aux côtés et d’embrasser la plus 
grande surface avec le moindre nombre de triangles ; mais 
je ne chercherai pas à démontrer par l’analyse que le 
triangle équilatéral est celui qui, pris isolément, déter- 
mine le plus exactement son sommet, car je seraïs con- 
duit à un tout autre résultat. 

Ce que je demanderai à l'analyse ce sera : 


1°, De donner la limite de l'erreur possible sur la 
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position du sommet d’un triangle lorsque l’on connaît la 
base , les angles et l’erreur angulaire que comportent ces 
angles ; 

29. D'indiquer de combien on peut s’écarter du trian- 
gle équilatéral sans encourir sur la position du sommet 
une erreur plus grande que la limite assignée; - 

3°. De donner la plus grande dimension de la base à 
laquelle on pourra rattacher un sommet avec une ap- 
proximation donnée ; 

4°. De donner l’approximation qu'on doit obtenir dans 
les mesures d’angles pour que le sommet du triangle s’ap- 
puyant sur une base donnée, soit déterminé avec une 
approximation donnée. \ 

Comme il n'est pas possible de suivre l’enchaînement 
des erreurs que comportentles opérations successives d’un 
canevas, on aura satisfait aux conditions d’un bon travail 
en imposant une limite d’erreurs très-étroite aux diffé- 
rentes parties de ce travail. Je n'aurai donc à m'occuper 
que des conditions d’exactitude dans la détermination 
d’un point qu'on! veut rattacher à une base. 

Je dois commencer par chercher la relation qui existe 
entre les différents éléments que je veux combiner. 

Soit AC une base exactement mesurée ; on veut ratta- 


ds en 
re 
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cher le point B à cette base. Les deux angles À et C ont 
été mesurés et comportent une même erreur «, quelle est 
la relation qui existe entre la base D, l’angle au sommetB, 
les angles à la base À et C, l'erreur angulaire « et D le 
plus grand déplacement possible du sommet? 

L'erreur angulaire « sera toujours supposée assez pe- 
tite pour pouvoir être négligée devant les plus petits an- 
gles qui peuvent entrer dans un triangle géodésique. 

Si l'erreur « se produit en sens inverse sur les deux 
angles À et C, le’ sommet viendra en B’ sur la circonfé- 
rence CBA , et l’on aura 


pp'—-° sinx  bsina 
BASinC sut h 


Le sommet viendra en B/, si l'erreur se produit en 
augmentation sur les deux angles ; enB”, si elle se produit 
en diminution. 


“Dans le triangle différentiel ABD, on a 


M à 


csinaæ  csSinaæ 
RU TT UN 
de même 
RG SIN EN 
Lisin BR? 


B'D ne diffère de BD’ que d’une quantité très-peute du 
second ordre, et l’on peut poser 





a Sin c. 
BD — ——. 
sin B 
Mais 
BR’ = VBD°+ B°D° + >BD.BDcos(B — 2) ; 
donc | 
sl ————————— 
BB” — Sue Ve + a? + 2accosB. 


sin B 
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On a 
.—0sinC 4 —bSinA, 
nefsin Bt: USE 
donc 
OS Gp ——— 
BB" — Vsin’C + sin’ A + 2 sin A .sinCcosB ; 


sin?’B 
expression qui peut se mettre sous la forme 


b sin « 
sin? B 





BR Vsin’B + / sin À sinCcosB, 


ou sous la forme 


BB" — ? ue sin? À + | cos À + LE D QE à 
sin B sin B 





BB” est sensiblement égale à BB/. La valeur trouvée 
pour BB” est d’ailleurs l'expression rigoureusement 
exacte du déplacement BB”. On trouverait, pour Lex- 
pression exacte de BB”, 


bsi Ex = ve AR 2 
BB" 74 /*sintA + cos A EE TRERRE (É) core 
sin B sin (B — 2) 





Pour avoir le plus grand déplacement possible, il faut 
donc chercher quelle est, suivant la forme du triangle, 
la plus grande des deux valeurs de ce déplacement : 





b sin « 

BB’ — — 
sinB ” . 

BB” — b su ir 2 sin A cosB\? 
snB sin B 


Or, pour B< 100 grades, on a 
BB“ => BE’, 
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pour B = 100 grades, 
BB” — BB, 
et pour B > 100 grades, 
BB” BB. 


Donc, lorsque nous voudrons imposer une limite à l’er- 
reur possible sur la position du sommet, il faudra consi- 
dérer BB’ si l’angle au sommet est aigu, et BB’ s’il est 
obtus. 

Supposons maintenant B << 100 grades et discutons la 


valeur de BB”: 


b . SRB LA LE Se CT TL Ne 
BB’— ne ART ST ALT 3 ne cos B | 
sin B . sinB 





On voit que pour une même valeur de A, BB” aug- 
mente indéfiniment lorsque B diminue depuis 100 grades 
jusqu’à zéro. La plus petite valeur de BB” que nous de- 
vons considérer est donc celle qui correspond à 


B = 100f, 
d’où 
BB” — bsinx. 


Au delà , c’est-à tre pour B > 100 grades, il faut pren 
dre la ir de BB. 


FE: expression 


ue 


pPhA— = Vsin’ B +- 4 sin A sin C cos B 





montre que, pour une même valeur de B << 100 grades, le 
maximum du déplacement a lieu pour le maximum du 
produit sin À sinC, c’est-à-dire pour À — C. Donc, de 
tous les triangles qui ont même base et même angle aigu 
au sommet, celui qui donne le plus grand déplacement 
absolu du sommet est le triangle isocèle. 


* 
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Pour A = CG, ona 


b, sin 
sin 


BB” — Vs in? B. + 4 sin? A cosB 





qui se met sous la forme 


b sin « 
DRE RE RSES 


WCT 
2 sin? — B 
2 


expression qui donne le plus grand déplacement corres- 
pondant à une valeur de B plus petite que langle droit; 
elle prouve en outie que, de tous les triangles isocèles 
.qui s'appuient sur une même base, le triangle rectangle 
est celui dont le sommet est le moins déplacé par les er- 
reurs commises dans la mesure des angles à la base. 


Pour À — B — C, l'expression BB” devient 
BB’— 2bsin«. 


Donc le déplacement ‘absolu du sommet d’un triangle 
équilatéral est double de celui du sommet d’un triangle 
rectangle isocèle s'appuyant sur la même base. 

Pour des valeurs de B plus grandes que 100 grades, 
il faut discuter l'expression 
BB’ — PR 

sin B 

Cette expression, indépendante des angles à la base, 
montre que le plus grand déplacement possible est le 
même pour tous les triangles qui ont même angle au som- 
met; elle montre également que le déplacement augmente 
lorsque l’angle B augmente depuis 100 grades jusqu'à 
200 grades. 

Nous pouvons maintenant résoudre les quatre questions 
que nous nous sommes posées dès le principe. 
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1°. La limite de l'erreur possible sur la position du 


sommet d’un triangle est donnée par l’expression 


b sin « 
Fee 


CASA 
2.sin°— B 
2, 
. ? L1 
si l’angle B est aigu, et par 
b sin « 
_ sinB 


si l’angleB est obtus. Nous remarquerons que ces valeurs 
de E sont proportionnelles à b et à x. 

2°. Si la limite E du déplacement est donnée ainsi que 
B et «, on trouve deux limites pour l’angle B : 


A b sina : 
sin — B = 
2 2 


donne la limite des angles aigus, et 





b sin « 


me È 
sin E ‘ 





la limite des angles obtus. 
3°, On ‘connaît « et E, on demande la plus grande ” 
base à laquelle on puisse rattacher un sommet. Cette base 
correspondra à un triangle rectangle au sommet; nous 
prendrons donc 
PET 0 sin & , “ 
d’où 


expression de la limite des bases. 
4°. SiE, b et B sont donnés, on trouve, pour les li- 


(354) 


mites de «, 


QUES : 
2 E sin? - B 
2 





sin & — 
b 
si B est aigu , et 
; E sin B 
SIN ee 
| b 


si B est obtus. 

Nous avons supposé que les deux angles à la base 
étaient seuls mesurés, mais il n’en est pas toujours ainsi. 
Dans les réseaux géodésiques du premier ordre, on me- 
sure les trois angles à r ou 2 secondes près; dans la géo- 
désie du second ordre, on mesure également les trois an- 
gles, mais on se contente d’une approximation de 10 à 20 
secondes. Enfin, dans la géodésie du troisième ordre, 
on ne mesure que les deux angles à la base avec la même 
approximation de 10 à 20 secondes. En topographie, on . 
ne mesure que deux angles qui sont le plus souvent les 
deux angles: à la base ; si l’on fait un canevas trigonomé- 
trique , le graphomètre donne les angles avec une approxi: 
mation égale à 1 ou 2 minutes ; avec la planchette, on 
peut admettre une approximation de 5 minutes; ayec la 
boussole et le déclinatoire , une approximation de 25 mi- 
nutes. 

Revenons à la géodésie du premier et du second ordre, 
et voyons en quoi la, mesure des trois angles peut nous 
obliger à modifier ce que nous avons dit dans le cas de la 
mesure des angles à la base. 

Soit 


RATS 


les plus grands déplacements sont donnés par les combi- 


(la 
naisoné suivantes sur les angles observés : 


Er 3 nt : AT 3m; AT 3m 
BE 3m», B=Loôm;, BT3», 
CE3m, CES; CE3m, 


auxquels cas les angles réduits sont : 


AE Atom, AE 4m, 
BÆE2m, RE TT; BE2", 
CTAm, CH2m, C2. 


Si nous voulons discuter la valeur du déplacement 
dans le cas de ces suppositions sur les erreurs angulaires, 
nous dirons : 

Soit da l’erreur produite sur le côté a par l'erreur an- 
gulaire m, on a 

Cc Sin 772 : 
Ai Pr Ds ; 
on a de même 
a sin mn 
AE mr 
La combinaison 


A+2m, C— Am 


donne un déplacement D qui est le troisième côté d’un 
triangle dont les deux autres, 2dc et 4 da, comprennent 
l’angle B. La combinaison 


A— 2m, C + 4m 


donne un déplacement qui ne diffère pas sensiblement du : 
précédent. 
De mème le déplacement D’ donné par les deux com- 
binaisons 
AT 2m, Corn 


Ing 
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est le troisième côté d’un triangle dont les deux autres, 
ade et 2da, comprennent l'angle supplémentaire de 
l’angle B. 
De même encore, le déplacement D”, donné par les 
deux combinaisons 


AL4m, CT2m, 
est le troisième côté d’un triangle dont 


2 da et 4de, comprennent l'angle B. 
Nous tirons de là 





D 4 de? + 16da? — 16 da deccosB, 
D’?—/Adc+ Ada + 8dadccosB, 
D’?= 4 da? + 16 de? — 16 da dc cosB. 


Enfin, le plus grand déplacement qui serait donné dans 
le cas de la mesure des angles à la base par les combinai- 
sons 


A3, CES 


peut ètre PE par 


pé D’ Ode + gde? + 18 da dc cos B. 
y Cherchant la plus grande de ces quatre expressions 
dans le cas de l'angle B aigu, nous voyons que D” est 


toujotirs PIE grand que D’, etquesia=c,ona 
DD: 
sia<c,ona 
| da=>de et: de D”; 
Sia >c,ona 


D< D’. 


( 337) 
Donc, si nous supposons & < c, il faudra, pour trouver 
le plus grand déplacement, comparer D’ à D. 

Nous avons 


D — D'— 5 de? — da? + 34 da de cos B. 
Donc, tant qu'on aura 


, 7 da? 5 de? + 34 da de cosB, 


on aura 
Tr = D. 
De cette inégalité, on tire NT 
eng” 
7 da? — 5 dc? 
cos B LAPS Re CO 
= 4 Hart 
ou loge 
ES > AG.4° 4 ke. 
7e (is er 
cos B F2. ; 
ee _34a.c. 
ou enfin 
7% 
in 
_ cos BE 
34 - 


La plus grande valeur de cette expression correspond à 
| a 
la plus petite valeur de —. Or, si nous supposons quel 
P AP à ) PP que les 
Ex $ LE # PARS 
réseaux géodésiques ne comportent pas de triangles dans 


il À LS ‘ 2, C d I 
esque S On alt «a RE nous pourrons pren re S pour 


ri 2 [44 , , NE . 
la plus petite valeur de -; auquel cas l'inégalité devient 
C 


cosB > en d'où B< 8of. 
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Dans le cas de À = C, on aurait 
I à 
€OSB > —; d'où B£S/o0* 
19 : 


Ces limites se rapprochent assez de l’angle droit pour 
qu'on puisse dire que lorsque L angle au sommet est aigu, 
on a D” =D. Donc lesdlimites trouvées précédemment 
dans le cas de la mesure des angles à la base conviennent 
a fortiori au cas de la mesure des trois angles, lorsque 
l’angle au sommet est aigu. 

Si l’angle B est obtus et si l’on suppose toujours a < c, 
la plus grande valeur du déplacement est encore D ; mais 


on a 
D”? — D'— 5 de? —17 da’ + 34 dadccosB, 


expression toujours négative pour da > dc etcosB<o; 
par conséquent, DD". #Les limites trouvées Pos les 
angles obtus dans le cas dé la mesure des angles à la base 
ne conviennent done plus au cas de la mesure des trois 
angles ; il est alors nécessaire de les modifier, et on est 
conduit à le faire de la manière la plus simple en remar- 
quant que les déplacements donnés par les combinaisons 


AE 2m, Gen 


el 
2. 
Am, C2 ag de 


sont toujours plus petits que ceux donnés EE # Fe 
LV à 


1 # 


AMEN MS LOC My 


Or ces derniers sont représentés par l'expression 


4 


b sin = x 
3 





sin B 
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donc les limites, dans le cas de la mesure des trois angles 
et de l’angle au sommet obtus, se déduisent de l'équation 


b sin = « 
s 3 
E = -—— ° 
sin B 


A pplcations numériques. 


Le Quelle est la limite du déplacement du sommet 
d’un triangle équilatéral dont le côté est de 30000! niètres, 
[ erreur que comporte la mesure des angles étant de 1 se- 

<conde? + 


a: 


E — 246 sinx, sinr” — 0,0000015 
2 ; ? 


d'où 
Or 942 : 


La base est de 10000 mètres, lapproximation an- 
gulaire est de 1 seconde, les sommets dés triangles doi- 
vent être déterminés à 0",1 près. Quelles sont les limi- 
ies des angles au*sonimet ? 


Pour la limite des angles aigus, nous avons 
| À 


aware 
| + 


A in=4/": un 











d’où 


=B= 176, B = 345. 


Pour la limite des angles obtus, nous avons 


bsin:1”,33 
E 


sin B — = CAT 


( 340 } 
d'où 


B = 186,50. 


Le même problème, sur une base de 30000 mètres, 
donne pour la limite des angles obtus 


sinB—0,63, B— 196,60. 


3°. E et à ayant les mêmes valeurs que précédemment, 
quellé*est la plus grande base à laquelle on puisse ratta- 
cher un sommet? do 
On a 5 K. Los 
E 
sin & 


bb 





— 6574078 


Li 


dimension que n ‘atteignent pas les côtés des tie 
géodésiques. 
La limite des côtés des’triangles équilatéraux est don- 


née par l'expression 
“ - 





E 
b = — — 31800". 
2 Sin & ds: 
: WP » 54 DEA É.- 
4°. On a À 
? 


x 
6 — 200002, 19B— 100800 EL 0T 
Quelle est la limite de l’approximation que l’on doit ob- 
tenir dans la mesure des angles? 
On a 
À I 
2 E sin? -— B 
2 


SIN & = > —) 
7. LOS # 


d’où en 


log.sinx=— 4,16668, sinx—0,00000147, a«—0",94. 


( F4} 
Le tableau ci-joint résume les 


E — om rl &« — 1" | Conditions d’exactitude relatives à la 
géodésie du premier ordre. 








D | p.76 Le même tableau peut servir à la 
— : O0 Pin = 2 » * 
13% | géodésiedusecondordreensupposant 
- Rita Lo. 
b — 35k B 67e x 
1478 . 
Supposons que l’on commence un 
— 3 | p 64 | canevas sür une base de 10000 mè- 
1% | tres; le premier triangle qui s'ap- 
k ; sg | Puicrasur cette base pourra avoir un 
pal B —— 
165 | angle au sommet de 36 grades et 
S ÉRCA être isocèle. Il donnera de nouvelles 
28 s . 
b — 20k | B ie bases de 1800 mètres environ, sur 
lesquelles on pourra appuyer des 
APTE _ triangles isocèles ayant un angle au 
sommet de bo grades et des côtés de 
K, à 366 24 kilomètres... On arrivera ainsi 
— 10 


189 | aux côtés de 30 kilomètres qui con- 
TT [TT | viennentaux triangles équilatéraux. 
Æ = 1% |œ = 10| On conservera cette longueur de c6- 
tés jusqu’à ce qu'on veuille revenir 
à une base de 10 kilomètres qui servira de vérification. 
Le tableau montre alors combien il est plus facile de di- 
minuer les côtés que de-les augmenter. En effet, sur une 
base de 30 kilomètres, on peut appuyer un triangle iso- 
cèle dans lequel l'angle au sommet est de 159 grades ; ïl 
en résulte des nouvelles bases de 16 kilomètres, des- 
quelles on passe immédiatement à un côté de 10 kilo- 
mètres. | 
Rien ne serait plus facile que d'établir de pareils ta- 
bleaux pour la géodésie du troisième ordre et pour la to- 
pographie. 


Pour la géodésie du troisième ordre, on supposerait 


# 
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a — 20”, E — 2 mètres. Les limites des valeurs de B plus 


grandes que 100 grades seraient données par l'expression 


bsine 
E 





sinB —= ° 

Dans les canevas topographiques exécutés au grapho- 
mètre, on ne considérerait plus la grandeur naturelle E 
du AA nent du sommet, mais le déplacement graphi- 
que e. On png C2 eds , € — 07,0002. 

Dans les canevas à la chere , on supposerait « =", 
e = 0",000). 

Dans les opérations de détail avec la boussole ou le 
déclinatoire, on supposerait a 2b/,@=— 07,4: 

Revenant à l’ouvrage de M. Vieille sur les approxima- 
tions numériques, ouvrage que j'ai cité plus haut, je di- 
rai que l’auteur émet une opinionqui n’est pas fondée en 
disant que ce qu’il importe de considérer dans tout cal- 
cul approximatif, c’est moins l'erreur absolue commise 
que le rapport de cette erreur au résultat cherché... C'est 
ce rapport seul,et non l'erreur absolue, qui caractérise 
nettement.le degré d’approximation obtenu. 

Si l’on péüt,-dans certains cas, se proposer de calculer 
des longueurs, des, surfaces , des volumes, etc., en, s€, 
dontisnt la linitettles erreurs relatives, 1l arrive &üe 
souvent qu’on voûüdra ôbtenir les mêmes mesures en se 
donnant la limite des erreurs absolues. Dans ce dernier 
cas, l'erreur relative calculée après coup caractérisera, 
il est vrai, le degré d’approximation obtenu. 

J’ajouterai qu'il est certains cas où l'erreur relative 






n'aurait aucun sens; je citerai, par exemple, les calculs 
d’angles, de coordonnées, de cotes de hauteur {ce sont 
des coordonnées cles et les calculs des triangles 
géodésiques ; les côtés et les azimuts auxquels « conduisent 
ces derniers calculs sont de véritables coordonnées po-. 
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laires ;qu on transforme ensuite en coordonnées rectan- 
gulaires. :. RE + 

Il n’est pas hors de propos de signaler ici qu il est 
inexact de dire, comme le fait l’auteur, p. 3, qu'une 
erreur, méme trés-petite, commise sur la mesure d’une 
base géodésique, irait grandissant dans le calcul des 
triangles du réseau dont cette base est un côté et pourrait 
conduire à des résultats très=-fautifs. Il est très-facile de 
se rendrecompte que cette erreur se propage, au contraire, 


sans augmentation. 


LE 
mt 
LE 
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THÉORIE 1 TE DU “ésoscon DE M. L. FOUCAULT ; 


ñ pa À 1à 


Pan M. YVON VILLARCEAU (. 

1. Lorsque ceMénioirda étééorit, la théôrie du gyroscope 
-avait déjaété traitée parM. Quet, et les fésuliats des recher- 
ches de ce physigien avaient élé publiés dans lés Comptes 
rendus des séances de PAcadémie des Stièences (t. XXXV, 

pages 686 etrsuivantes). Cette publication avait éHappé 
M. Yvon Villarceau, dont l'attention avait été détour- 

née par d’autres préoccupations. Il hésita d'abord à li- 
vrer son manuscrit au rédacteur des Vouvelles Annales; 

mais ayant obtenu les intégrales rigoureuses des équations 
principales du problème, alors que M. Quet n'avait pré- 
senté que dés solutions suffisamment approchées, et pré- 
sumant, d'ailleurs, que le travail de ce savant pourrait 
ka Cut 70» Et M 








L AT 
(de Méntôtre + m'a été remis par M. Yvon Villarceau le 1° février 1853. 
La publication | ouvrage sux l'Établissement des Arches de pont et 


les changements ‘570 "dans ses fonctions à l'Observatoire de Paris ont 
empêché jusqu'ici M. von Villarceau de surveiller l'impression du Mé- 
moire actuel. O: Tu: 
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différer du sien par la mise en équation (*), M. Yvon Vil- 
larceau s’est décidé à publier un travail qu'il considère 
comme-offrant plutôt d’intéressants éxercices de mécani- 
que, que des moyens sérieux de remplaceriles détermina- 
tions astronomiques par des expériences faites à l’aide 
du gyroscope. TT 

La solution du problème des latitudes et des azimuts 
à l’aide de l'instrument de M. L. Foucauült'est étudiée 
dans ce Mémoire; mais l’auteur insiste, pour que l’on 
n’envisage ses recherches que comme de purs exercices 
de mécanique. 

La théorie du gyroscope a pu être fondée sur les théo- 
rèmes qui concernent les forces apparentes dans les mou- 
vements relatifs; mais ces théorèmes n’étantpas encore 
très-généralement répandus, malgré les irayaux des géo- 
mètres et des mécaniciens, l’auteur a préféré baser ses 
recherches sur la considération des mouvements absolus. 


4 


2. Le gyroscope consiste prin@palemegEn un anne u 
A’ (fig. x) mobilesautour d’un axe fixe Ne (**) et dans 
l'intérieur duquel un solide de révolution À tourne autour 
de son axe de figure Oz,, lequel est entraîné dans le 
mouvement de l’anneau. Le solide de révolution est un 
tore dans l'appareil de M.:Foucault, et Paxe de figure y 
est perpendiculaire à l’axe de l’anneau. Nous regarderons 
le solide de révolution comme ayant une figure quelcon- 


que et étant incliné sur l’axe de l’anneau d’un angle quel- 





(*) La publication faite depuis par M. Quet dans le Journal de M. Liou- 
ville a pleinement confirmé cette prévision. 

(**) La disposition physiqueide l’axede rotation 03!, , dans l'appareil de 
M. L. Foucault, n’est pas celle que nous donnons dans la figure Nous. 
supposonsici que l’anneau tourne autour de deux tourillons cylindriques, 
attendu que cette forme de tourillons est la seule qui sewprèête aisément 
au calcul des frottements. 
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eonque ». Seulement, pour abréger, nous lui conserve- 
rons la dénomination de tore. 


+? 


Fi 1. 





Nous admettrons que les centres de gravité du tore et 
de l'anneau coïncident en un point O, et que l’axe de figure 
du tore et l’axe de rotation de l’anneau se coupent en ce 
même > point. Nous admettrons encore que ce dernier axe 
S0(b un axe principal de l’anneau. Quant à l’axe de figure 
du tore, nous établirons une pareille condition, qui sera 
nécessairemant remplie si Ja densité du tore est uni- 
forme. g 

Rappelons enfin une convention relative au sens posi- 
tif des vitesses de rotation et des moments. D’après la 
théorie des projections, la droite autour de laquelle s’ef- 
fectue un mouvement de rotation réel ou virtuel d’un 
corps solide, et la droite à laquelle se rapportent les mo- 
ments des forces, présentent chacune deux sens ou côtés 
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distincts. L/un des côtés en particulier est pris pour le 
sens positif de l’axe de rotation ou des moments, on l’ap- 
pelle. alors axe de rotation ou axe des moments : ce 
côté reste arbitraire tant que le sens positif des rota- 
ions ou des moments n’est pas défini ; il est déterminé 
dans le cas contraire. Faisons coïncider l’un des trois axes 
rectangulaires x , y, z avec un axe de; rotation; la rota- 
tion réelle ou virtuelle autour de *éet axe sera positive, 
lorsque le mouvement projeté sur le plan des deux autres 
axes sera celui de y vers z, de, z vers x ou de x vers y, 
c’est-à-dire aura lieu dans l’ordre alphabétique des trois 
lettres x, yet z, supposées rangées circulairement. Réci- 
proquement , l’axe d’une rotation ou d’un moment étant 
supposé connu, pour trouver le sens positif de la rota- 
tion ou du moment autour de cet axe, il faudra amener 
l’un des trois axes x, y, z à coïncider avec l’axe donné, en 
ayant le soin de ne pas permuter les deux autres, et recon- 
naître l’ordre alphabétique de ces derniers. Le sens posi- 
tif de la rotation ou du moment sera celui que détermine 
l'ordre alphabétique ainsi reconnu. 

3. Ceci posé, du point O comme centre, décrivons une 
sphère, et menons par ce point un plan dedirection fixe qui 
coupela sphèresuivantle grand cercle NN 'xy ( fig 2).Me- 
nons daus ce plan deux axes rectangulaires x et y, et per- 
pendiculairement un axe z. Pour fixer les idées, notre plan 
fixesera parallèle au plan de l'équateur terrestre, que nous 
supposerons immobile pendant toute la durée des expé- 
riences. Les points x,y, z, où ces axes percent la sphère, 
seront : l’un le point vernal, le second plus avancé de 
90 degrés dans le sens de la rotation de la Terre; de troi- 
sième sera le pôle boréal. Supposons mainten ant que l’on 
ait fait choix de ceux des côtés des axes de ‘rotation de 
l'anneau et du tore que l’on regardera comme posais , et 
qu'on les prenne pour axes tie) z;et z,; nous mêne- 


L 
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rons dans les plans de leurséquateurs deux autresaxes rec- 


Fic 2. 





tangulaires mobiles que nous désignerons parzx: ,y1 et x, 
y’. Seulement, nous insisteronssur ce que l’ordre alphabé- 
tique soit LE des axes fixes x, y, z. En d’autres termes, 
ces troisisystèmes d’axes, étant superposés convenable- 
ment, doivent permettre la coïncidence des côtés de 
même Ron: on pourra vérifier dans un instant 
que cétte condition est remplie. 

Le-pl n'de l’ équateur du:tore coupe le plan de l’équa- 
teur terrestre en un point N distant de l’axe des x d'un 
angle Nx — Y compté de x en sens contraire du mouve- 
ment de la Terre, et fait avec le plan des xy un angle 0 
au-dessôus de ce plan ; nous désignons par ® la distance 
de l’axe x, au point N, angle qui se trouve compté de N, 
dans le sens de x à y, lorsque © est aigu; l'angle Ny. est 
90° + D, Il s'ensuit que le point N correspond au nœud 
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descendant de l’équateur du tore sur l’équateur terrestre, 
Le pôle de l'équateur du tore est en z, et fait avec l’axe 
des z un angle qui est précisément l'angle 0. Cet angle est 
compris entre zéro et deux droits, tandis que les angles 
et ® n’ont pas de limites. 

Les mêmes letires accompagnées d’un accent désignent 
les mêmes choses relativement à l’anneau. De la fixité re- 
lative de l’axe de l'anneau, il résulte que la distance po- 


laire zz, — 0’ est constante. Le plan qui joint les pôles z 
! AU L ; 
et z, est entraîné dans le mouvement diurne; l'angle 


L2 AT + e 
dièdre xzz, est l'ascension droite Æ de l’axe z'! de Pan- 
neau. En désignant par o la vitesse angulaire de Ja Terre 
et dt l'élément du temps, on a $ 


(1) 


dm 
À pr — ©, 

Les pôles z, et z',, dont la distance constante est », 
déterminent un plan que nous nommerons, pour abréger, 
plan de l'anneau. Par analogie, nous appellerons plan 
horaire, le plan qui passe par Paxe de l’anneau et l'axe 
terrestre. Le plan de l'anneau fait avec le plan horaire un 
angle y qui est compté, à partir du dernier, dans le sens 
‘du mouvement de la Terre. Cet angle y suflitévidem= 
ment pour déterminer la position de l’anneau* Nous fixe- 
rons l’axe y” dans le plan de l’anneau et du côté opposé à 
l’angle n à partir de z°; l'axe x} sera perpendiculaire à 
ce dernier plan, et en arrière de y, (fig 2) d’un angle 
droit, dans le plan de l'équateur de l’anneau. 

Il reste à fixer la posiüon du tore relativement à Pan- 
neau. À cet effet, prolongeons le plan -de l’anneau jus- 
qu’à sa rencontre en M avec l’équateur du tore : nous dé- 


À x La sd à ue 
signerons par & l’angle Mz;x, que fait le méridien du 
tore qui contient l’axe x, avec le prolongement z, M du 
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y , A . 3 ; , 
plan de l'anneau, compté à partir de celui-ci dans le 
sens du mouvement terrestre. LR 
L’angle y qui détermine la situation de l’anneau et l’an- 
gle « qui fixe celle du tore relativement à l’anneau sont 
les quantités qu’il s’agit d’exprimer en fonction du 
temps. 
4. Etablissons maintenant les relations de position des 
axes mobiles entre eux. | 
x" étant le pôle de Mz, z' l'arc qui joindrait z, et x’ 
étant le pôle de Mz; z° wl’arc qui joindrait Lo 


. ; Ô . 0 e er 
lui est perpendiculaire; il vient donc æ#:z1Y, — 90°— «, 


d’où 
(2) cos(x,æ,) — sine. 


Joignons x, et y’ (*); le triangle x,z,y,, où l’angle en z, 





est 180° — &, donnera, à cause de z,y — 90° + 7, 
(3) cos (æi, Y,) —— COS n Cosa ; 
le triangle x, z, z! donnera de même 
; 
(4) cos (x, Z,) — — Sin n COS &. ÿ 


Formons le triangle x° z; 71; l'angle en z, sera «, et il 
viendra 


(5) cos (1, æ,) = COS a: 

on aura, par le triangle y1z:7,, où l'angle en z, est 

90° — a, 

(6) cos (Y1, Y,) = cosnsina, 

puis, dans le triangle y,z,z°, où l’angle en 7, est en- 
7 [e) 

core 90° — «, 

(7) cos (Yis Z,)—= Sinnsinc. 





(*) Pour ne pas trop compliquer la figure, on n’y a pas opéré cette 
jonction, ni d’autres qui sont indiquées plus loin ; mais le lecteur y 
suppléera aisément par la pensée. 
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On a d’ailleurs directement 


: COS (215 di) 0, 
(8) { cos(z,, 7) = —Ssinn, 
cos (21, 2,) —= + Cosn. 


Considérons le triangle N zz,; les arcs Nz, Nz, étant 


de 90 degrés, les angles en z et z, sont pareillement 
e . r Q Tue - TRES e 
droits; il en résulte Nzx + x2zz, — 90°, ou bien, en 


désignant par f l’angle z,zz', 

(8 bis) Ÿ + R — B — 90°. 

À cause que l’angle en z, dans le même rene est droit, 
TS 

ilvient,endésignant pare l’angle zz, z,,€ +N: LME O0 


ou 


(9) d— a — go° — z. 


7 / 


Le triangle N'zz', pareillement birectangle , donne d’a- 
bord 


(10) Yÿ = 90 —A, 
puis ensuite y + MN — — 90°; mais Mz' À N'—90° — Ÿ", 
il en résulte 
(u1) y 
La valeur de Ÿ tirée de l’équation (8 bis) 
(12) ÿ— 90 —A+P, 
comparée à celle de Ÿ”, donne d’ailleurs 
(13) RATES 


A ces relations nous Joindrons immédiatement quel- 
ques-unes de celles que fournit le triangle zz, z°,. Par 
la proportionnalité des sinus, on a d’abord 

sin 8 sin0 = sin» sin; 
trs | Ë 


sin 9’ siny — sin 0 sine. 


(: 30 1) 
Les équations qui donnent: ts cosinus de l’un des angles et 
"IUT . 
fonction des sinus et cosinus des côtés peuvent s’écrire 
cosn cos 0” + sin» sin 0” cu — cos0, 
(15) COSn COS 0 + sinn sin0 cose — Cosb’, 


cos 9’ cosû + sin’ sin0 cos B — cos. 
# 


Deux des formules inverses sont 


6 — COSy COSE + sinySine COSn — COS$, 
I cb 
it — cos$ cosy + sin B sinycos0’ — coss. 
Se 
Enfin il exisies. une relation peu en usage et qui sert à 
+ 


démontrer la formule ‘désignée quelquefois par formule 
des cotangentes. Voici les relations qu’elle fournit : 


ee 
sin®/ Cosf + sinn cosfcose — cosnsin 0, 
(1778 sin 9’ cosy + sin0 cosn coss — cosô sinn, 


sin0 cose + sin9/coSnc0$y — cos8'sinn. 
de. 


. D. Dans les conditions du problème actuel, les équa- 
tions différentielles du mouvement d’un corps solide au- 
tour de son centre de gravité, quel que soit d’ailleurs le 
mouvement de translation de celui-ci, sont 





dp” 
A D — (B— C)hgr=—P, 
de : 
(18) B Ed (C— A) "pe, 
dr . 
C nr (ATB)#=R;, 
sæ . dy do 
‘! p = sd sin 0 + — cos LH? 
| té d'y LR 
(19) TE l 
dœ - db 
? CAVE. cos6 
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A, B, C désignant les moments d'inertie autoursdes 
axes principaux des 1, Y:, qui se coupent au centre 
de gravité ; p, q, r les composantes de la vitesse angulaire 
de rotation par rapport aux mêmes axes; et P, Q, R les 
moments des forces extérieures par rapport à ces mêmes 
axes. . s 

Mouvement du tore. Le tore étant de révolution au- 
tour de l’axe des z,, les moments d'inertie autour des 


LA 


deux autres axes sont égaux ; on a ainsi 
(20) b—=A. E" 


Quant aux moments des forces qui lé%ellicitent, on 
observera d’abord que la pesanteur doit'être éliminée, 
puisque la force qui en résulte passe par lé centre des 
moments. Le tore reçoit de l’anneau des actions dont 
nous désignerons par x le moment résultant. Si nous né- 
gligeons le frottement €t que nous admettions une par- 
faite symétrie autour dé l'axe du tore, il s’ensuivra que 
les actions exercées parallèlement à l'axe sur les pivots 
se réduiront à une force dont la direction passe par l’axe 
de figure et ne donne lieu à aucun moment. En négligeant 
aussi la résistance de l’air, il restera des actions normales 
Êue surfaces des. tourillons; et la direction de ces forces 
passera parl l'axe de figure. L’axe du moment résultant 
u estdonc. situé dans ie plan de l’équateur du tore. Soit À 
l'angle de cêt axe avec l’axe des x, , compté dans le sens 
de x1 à ÿ, il viendra 

(PRE COS 
(21) Q = psinà, 
| R = 4 cos(#, B PO 
Cette dernière valeur jointe à la rélätion (20) réduit Îa 


er © 


troisième équation (18) à 
dr 


dt 


TE 2? 
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d’où, en désignant par 7 une constante, 
(22: D 71. 


En vertu de ce qui vient d’être établi, les deux premiè. 


res Le 18) UE 





1) 
À a ë À) di LU COS À, 


d car 


Mouvement de l'anneau. Les SE tuE de ce mouve- 
ment 5 ’écriront en ajoutant un accent à toutes les quan- 
tités qui entrent dans les équations (18) et (19), à l’excep- 
tion du temps £. On pourrait établir la condition d’ égalité 
des moments d'inertie B'iet C’[ fig. 1]; mais il n’en 
résulterait pas de réductions nsible dans l'équation fi- 
nale. D'ailleurs il pourra: arr ver ue la nécessité d’an- 
nexer quelques masses lorsqui L s'agira de réaliser l’appa- 
reil, conduise à des moments 5 Li et Ci inégaux. Nous au- 

, LL ‘ 
rons d’abord à 


(C— A)rp=musini. 





e 
* 
Si 
[ 
a 


/ 


—= sin d sin0 ——; 
| dt 


| dr 


? LS / 
— cos’ sin 09 —— ; 
4 dt 





dé , dŸ 
ee = COS D —— 
dt 
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Mais, en vertu de {10} et {1}, il vient 


. 


(25) En, 


et nous avons d'ailleurs, équation (11} 





2 #0! 
il s'ensuit 0 4 | 
P=—vsin0"siny, 
(26) q = —wsin0/ cosy, 
d'y 
Tr —— le 
Te + © foge É 
on entire 
(27} 





Enfin, les moments des forces que reçoit l'anneau sont: 
1° ceux des forces égales et opposées à celles qu’il exerce 
sur le tore; 2° les moments des forces que les supports 
exercent sur l’axe de l’anneau lui-même. Nous trouve- 
rons, en raisonnant comme tout à ’ 'heüre, queic der- 







avec r axe 1 x, compté de celui-ci vers % | 


donc |  . 
P'=— Pcos(x,+,)— Apt EN TE cos V 
Q'= — Pcos(x,,7,)—Qcos(r:,Y,)+wusin , 
R'——Pocos(zx,, z,)—Q cos (71, JA 


ou, en vertu des relations (2) à (8) et ayant égard aux : 


Rd : 
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valeurs de P et de Q, 
P'= — p cos)sina — p. Sin À COS & + p' cos), 
Q! = + y cos) cos a COSn— y Sin À sin œ COSn + p/ sin \’, 
R'= Xe pe cos} COS & Sin n — pr. Sin } Sin « sin n. 


a 


Au. sn et Ha précédentes (26) et (27) 
dans les équations (24), il vient 


C4 d'y d 
Tone | POLE TIR +(B'—C Dasind'eosy (TL “ + cos usine m'cos\’, 


dy à ; 4 dy CT 
pr +(C'—A')wsing’siny (7 +wcos0/ ) ns fcosn cos ER Le" sin)’, 
J Æ À is 






+-B'osinl 





a 


74 a 5 Bo ‘sin pen) CO y = nsnre(a+ À). 


‘ AR 4 
s de eux Dremier es. de ces équations peuvent s’écrire 


k d'y 
B'+ C'— À’) — 

ue ! sin" — © sin 0" K Pr D — pà COS n COS (ad + À), 
à at (c Mn * KO 
di 


ce AE l= Us 4’ Ê \ 
+. ”e é ( rs + p sin(a + à). 
L+(B —C')o cos 0 





Elles se iront à à, déterminer p' et }’ lorsque tout ce qui 
se rapporte au Lu mentdu tore sera connu. 

6. Mousement ‘dusystème des deux corps. Multiplions 
la première équation (23)-par cosæ, la deuxième par 


. sina et retranchons, il viendra 







d ra 3 ne 
(30) [cos Sin « a) + (C —A)7(g cosa + p sina) — p cos(x + )); 
d c Fe L 
on aurait semblablement D 
à d dq ” | 
(31) A (sine Pa casa) + (G— A)» (g sina — pcosa)= p sin (æ +}, 
s € 4 


Ces équations seraient propres à donner p et &« + À 


en fonction des autres quantités supposées connues. La 
23: 
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première pourrait aussi nous servir à former l'équation 
principale du problème. En effet, l’équation (30) étant 
multipliée par sinn et retranchée he LéTRAHOS (28), il 


vient _ 
d'y Fr , es 
(= — (A’— B')o*sint6" sin sy ‘ 
d d 
(32) + Asinn (sine LL — cose 7 
nr —({C—A)sinnz(qcosa A 






Telléest1 équation qu xls’ agirait de traiter àl’effet d'e 
miner toutes les variables et dérivée de VAS bIES tr 
que y; mais, Pour plus de sy métrie, nous procéderons un. 
peu différemment. “+ LS +. A +4 

A l’aide des valeurs (19) nous. ormerons® d'abordilé 
combinaisons suivantes que contiennent les équations 


(30)(31)et (32) ge à “à nn... 






q COS & +- p SIna — + cos (D = &) sin 0% 








“ 
q Sin pont LE sn (a = «SR SE 
Or nous avons trouvé (9) à =, Vs) 
D — à — go 
il s'ensuit : 
. AUDE QU do 
q COSa + p sind <= "+ SIpe,sin WE cos 
CRE LAURE 
q Sin à — p cOSa = — cosE Sin 0 E 
En vertu de (12) et (1), la valeur de % est 
n vertu e(r2)e (1), la valeur de es 
dy d8$ 


(34) Fer - 


à ( 357) 
dp 


pour obtenir celle de 7° nous aurons recours à la pre- 
[4 


mière équation (14) et à la troisième équation (15) ,que 
nous écrirons comme il suit : 


e- 


a sn OsinB win n si, 


cos n 
in 9 co ee = ge 0e cos 4. 


En les différentiant, il Sont ++ 


AS Hat" do J À 
+ cosf sin . A sin f cos ge SIN n COS y 1) 


Là | 1f dé FE 46 
PART in 7e + dos ÿ c059 7 = cott'sin0 


multipliant la première par cosf, la seconde par 

—%inf, et ajoutant, onve 

On à 4 ÿ 4 | db 

% sin SE — — sinn co cos y _ — cot0 si B sin 0 a 
OH Ra semblablement une relätion entre d0 


et d: 7, mais il sera srl nupie d’ emploÿer la première 
équation (x D) 2 ù se 





gl | ds +" # 
cos0 — cos n cos 0’ + sinn Sin 0” cosy ; 
elle donne directement 


d9 d 
nr F , SRE . F 1 fi 
(35) % sin 0 ES sin » sin 9’ sin mal 


Te ... ALT | 
etil vient, en substituanteette valeur dans cellede sin 0 . 9 
Et à d 
da - : ; d 
sin 0 4 — sinn (cos 8 cosy — sinf siny cos0') x 
dt à dt 


ou, en vertu dela deuxième équation (16), 


ù 16 ; d'y 
36 5 ZE — $ y £ 0 
{ ) | sin 9 —t AL Sin n COSe 





Portant les valeurs (34); (35) et (36) dans les équa- 


(3581) ÿ 
tions (33), il vient 


sin n COSE 
nû 


134, 


q COS a + pSiInx — — w SIN0 sine — (sine sin0 — sin d'siny) +» 
nd) dy 


SIN & =— D COS &X = —+- w Sin 0 COSE + sin à | COS'e + sine : , 
7 P | | sin0 ) de 


ER 


- 
y e ÿ : EME 1 2: Q 
valeurs qui, en vertu dela deuxième és ion (14), se 














réduisent à « VIS "À 
$ { L À « 
q COsa + p Sina — — wsin06sine 
. | ve 
(37) : “à à #. d'y 
q Sin a — p COS& — + w SIN0 COSE + sin TA 
, " 
Différentions maintenant ces deux équations, nous 
aurons 
d.sin0sinê®æt 
= - fig, 
dt # äd 
(38) R 
ina 2 PE A À ee A Gi. FRA CE ESS PAT 
SIN & —=— COS COSG + pSINX) == + 0 ———— +5iny —*- 
dt : .madt 1 P dt 0% dt  - de? 
iÿ L L 4 
donnent d’ailléurs 


” $ + LA A LL Fe É: 
Les deuxiènies équations (14) et: (5 
ar | ve 
7” # hs h "à » 
RU AR ÿ'siny, 
ù T4 x 4 L 


#; RS 4 Fe L ‘ 
BAUER 7 cos6! & 
ie 


.sin 6 cos € — — cotn cos, 












nn 
+ # - , 
d’où # 
d.sin 0 sine ; à | 
Ro in Pie TON — + Siné COS 0 — 
dt 
s d 
;  —sinb’cosy Fe 
(39) ” 


d.sin9 cose 


À 4: M8 SR d0 
= — l — per 
% SiNne S UT + COSE cos 


: 1? 
= Ccotn sin/=—. 
dt 





HP. | 


es mêmes équations . nous a la valeur de ‘ 
dont nous FaurouS besoin dans-un instant. À cet effet, 


multiplions “la première per cose et la deuxième par 


— sin 8, puis ajouton: 


; A 






‘ » - de A [7 7 F dy dè 
À —0—: 0 ! - L # z L'Én” g: , 5 
PT LT 8 cosy : n cOtn Sin € EL 0 mt 


* 3 
ct, en substituant la valeur (35) : 





ke 







de 


— sin ÿ' cosp— pra» (2 
À LT: 






e la dérivée 


v. Me Fe on. équation (9) 





# 


“. sn D #5 y * 
Pr, dp— dx = — di, 


h;: : 
À | Ke AS Boite 4e. de 


À de LCA ie 











LE; de 
Le à 11% 
cs : 
. : $. is Lib À 7 %: S y 
4% n % 
stituant les valeurs pr icédemment 0 obienues, il vient 


* 


# 


e gi D dy 
= (sin cos 0 cose + Sin 0 cosf) : 


(3600) 


ou, à cause des premières équations (1 


da! # d' 
— = 7 — W'COS TAMOYS NF | 
dt fr ‘® 







(43) 


Présentons immédiatement: t'a remarque relative à à la 
constante 7. Cette quantité n’ést pas donnée directement 
par l'observation, mais l’équation précédente va nous 
donner le moyen de l'obtenir. Supposons que L anneau 
étant en repos relativement à la surface de laMLérre et 
son plan formant avec le plan horaire l’angle y, Y com- 
munique au tore une vitesse angulaire relative au plan 
de l’anneau qui soit #, et qu'on  'bandonnerlii-mème 


à: 


da 
en cet état; w sera la valeur in Male de Fr «et l'équa- 


tion (41) fourhira V expression suivanté de r en fonction 


de wety,: 4 he 6, # = EL À 


9 





(42) n=w + 0 (COS cosf + sin » sin cb 7.) = wueofl 


Cette relation montre que la vitesse de rotation au 
tour de l’axe du tore est égale à la vitesse relatiye du tore;* 
l’anneau étant au repos, augmentée de la lacomposante de la 
vitesse de la Terre autour de l’axe duftt tore dans le même 
état de repos de l'anneau. EEE 

Revenons aux équations (38 ). }: En ÿ aan F8 va va- 
leurs (39), (35) et(4r), on aura de, . 


dq dp id à 
cos at sine — =+| A — © cos 9 — COS n Eu 4) | 


$ 






d'y & 


a M, G | : à 2 
dq < d DR % k a dy\ Lt | 
SIN x — — COSa———=— | 72 — w COS = cosn—° |(gcosa + psine 
de de _s dt. à cc A) 
æ 


; SAT : 
+ w sin 0” COS» sin _. fTE SIN 9 2e 
[4 


( 361 } 
Au moyen de ces valeurs les équations (30) et (31) 


donneront 
FER 


à 
"* 
* 


SANT" ds d' : | 
p Sin (œ +- 1) — [cr — À (acose + cos n a) | (g Sinx — p cos a) 





AGE os y 
‘a HE 5957 Crest 
G% «7 
u cos (a + À) = [cr — À (a cos 0 + cosn D) Jacosa+ psin a) 


di AA ET 
A » ns ms ——— 
Aow sinÿ’ cosn SMy ASsinn rat 


Met les valeurs (37), # viendra 





d'y d'y 
p Sin ( + à) = + | Cr — w CO35Ë + cOSn ne C sin 0 COSe +- sinn 1 


: d 
— Aw sin9’ cosy TL 


| d 
p cos (œ + À) =— | Cr — À lo COS 0 + cos n a) o Sin 0 SIN 
€ 


Fi ; d c 
À w sin 9° COS n Sin y — He — À sinn de 


Développant et ordonnant, on aura d'abord 


DORE (C7 — Aw cos 0 )w sin0 cose 
: : LES à . dy 
+- [Ce sin n — Au(sinn cos 0 +-sin0'cosy + cosnsimOcos )] a 
dy° 
— Asinn COS a 
u cos (a + })=— (C2 — A w cos0) w sin sine 


12 


Û d° 
+ Aw cos» (sin9 sin: — sinÿ’ siny) cl Asinn mnt 
€ 


(‘30% 
En ayant égard aux relations du n° #4, ces équations se 
réduisent à 


p sin (æ+ À) — + (Cr — Aw cos) o sin 8 cos 
+ (C 2 A w COS Le #7 A sin cos 








pu cos (a + À) — ne siny — Asinn 






g 


Si l’on remplace ici cos0 par sa valeur (x (1 5) et sinfcose 
par sa valeur 


(44) sin@ cose — cos D'sinr — sinf/ cosn cosy 


tirée de la troisième équation (17), les formules (43) 
donneront u et « + À en fonction de y et de ses deux pre- 
mières dérivées. 

7. Formation de l'équation finale. Eliminons la quan- 
tité p. cos (a + À) entre la deuxième équation (43) et 
l'équation El , il viendra 


» 





Éeere e TAN OTREENAS cos Ü) w sin 9’ sinn sin 


dt? 


— (A'— B')w° sin’ 0’ sinycosy = 0, 


puis, en mettant pour cos À sa valeur (15) et transposant, 
(A sin?n + C') FPE (Cr — A cos n w cos 0’ ) w sin! é SI 
(4 bis) b ET ù ñ Sin si 





de? 


+ (A sin°n + A" — B’)w’sin?0'siny cos. 
. Soient, pour abréger, 7 + 


g  Cn— Acosnocos8g" : }. 
ER A0 ul GÉ « Sin 0 Sin nn) 
ñn 


a S A sin?» + A’ vrre B’ PME 
es PRET rie OR OR TT AUD, Sin” 0 3 
a Asinn + C 


(363) 
g désignant l'intensité de la pesanteur et d un nombre 
abstrait qui sera toujours extrêmement petit, tant que, 
A’ et B' étant supposés inégaux, sinn ne sera pas lui- 
même très-petit ; l'équation précédente deviendra 
,4® d?7y ak s À ; 
(45 |. 7 = (— siny + 29siny cosy), 
3 ' 
et l’on &ura en*même temps 
rh. : ve, 2 À 
g À sin°n + C/ 
7.2 CT a nd NL D 
(46) wsin® sinn Cr — Acosn cos 0’? 
; | ;s—1esine Asin?n + A’ — B/ . 
$ 7 2 sinn Cz— A coSno cos0” 


L'équation (45) étant multipliée par 247 s'intègre 
immédiatement. Soit donc + y, la valeur réelle ou ima- 


ginaire de y pour laquelle _s est nul, il vient 





d 2 
E . [cosy — cosy, — à (cosy — cos’ y,)], 
d’où 
dy AD 
(49) st Fe (cos y — cosy, )[1 — d (cosy + cosy)]. 


Et 
où 





donné: lui-même à partir durepos, serait animé d’une vi- 
_tess capable de lui faire décrire un arc plus grand qu’une 
circonférence. Dans ce cas, que nous n’examinérons pas, 
cosy, pourrait encore être une quantité réelle, mais elle 
sortirait des limites 1 entre lesquelles sont compris les 
cosinus. Au reste, on obtiendrait la valeur de cette quan- 
tité en mettant dans l'équation précédente un système de 


2 » d 
valeurs simultanées de y et de _. 


( 364 ) 

Ce cas étant exclu, y, sera un angle réel, et à cause 
que à est très-petit, le facteur 1 — 0 (cos y + cosy, ) 
sera constamment positif. Ceci posé, on voit que la seule 

Re 4 L'AU DT 
condition pour que —- soit une quantité réelle est que le 


facteur cosy — cosy, et la con$tantesa soient de même 
signe. Or les angles 8’ et n étant supposés. compris entre 

o et 180 degrés, et le terme À cosn w cosël trèsspetit par 
rapport à Cn, le signe de a sera celui de .Lors donc" 
que la composante z du mouvement de rotation autour 
de l’axe de figure du tore sera positive, on devra avoir 


COSY > COS Vs; 


les valeurs de 7 se succéderont dans l’ordre 


:V0a. 03 TE Von OS dote) ‘ee 


Si le mouvement de rotation a lieu dans le sens con- 
traire, ou bien si la constante n est négative, on aura 
nécessairement 


COS <T COS Vo; 


et les valeurs de y se succéderont comme il suit :# 







Vos To FT Vos Ts Yor To F + Yryti 


Ne ! 


de 
La valeur absolue de —? est la même pour ‘deux 


cure | 
leurs égales et de signes contraires de y; il suit Eat 
de ce qui vient d’être dit, que le mouvement du’plan de 
l'anneau est un mouvement oscillatoire autour du plan 
horaire, et que les vitesses angulaires sont égales dans les 
positions symétriques par rapport à ce plan. Il en résulte 
également que si un are d’une amplitude donnée est décrit 
par le gyroscope dans le cas de 7 positif, l'arc qui sera dé- 
crit lorsqu'on changera le sens de la vnesse de rotation en 


( 365.) 

conservant le même point de départ, sera la portion 
restante de la circonférence. Enfin, si l’on néglige 
le terme en d dans l'équation (47), on voit que cette 
expression coïncide avec l’équation différentielle du 
mouvement du pendule plan de longueur &. Le mouve- 
ment du plan de l’anneau autour du plan horaire sui- 
vra, dans ce cas, les mêmes lois que le mouvement du 
pendule autour de la verticale. (Ce résultat a été indiqué 
par plusieurs auteurs.) La première équation (46) donne 
d’ailleurs la longueur du pendule simple qui accomplirait 
des oscillations de même amplitude dans le même temps. 

On pourrait éviter de considérer le double cas relatif 
à r en regardant z comme une quantité toujours positive ; 
mais alors, il faudrait , dans le cas du changement de sens 
de la rotation du tore, substituer au pôle z, son opposé, 
et changer aussi le sens de l’un des axes mobiles x; ou y;, 
afin que les axes mobiles restassent superposables, comme 
il a été dit au n° 2. Il nous paraît préférable, quoique 
ce soit un peu plus long, de considérer séparément ces 


deux cas. | 
La suite prochainement. 








SOLUTION DE LA QUESTION 505 


(voir page 211) ; 


Par M. J. MURENT, 
Licencié ès Sciences ( Clermont-Ferrand ). 


Prorsrime. Quelles conditions doit remplir un qua- 
drilatère pour que tous les rectangles circonscrits soient 
semblables à un rectangle donné. Quel est le lieu géo- 
métrique des centres de ces rectangles? 

Solution. 1°. Soit ABCD un quadrilatère dont les 


( 366 ) 

diagonales se coupent en un point O. Ce qnadrilatère 
sera déterminé si l’on suppose donnés l'angle @ des 
diagonales et les grandeursa, b, c, d des segments 
OA, OB, OC, OD de ces diagonales. Menons par le 
point À une droite MQ faisant avec la diagonale CA 
un angle quelconque +, et construisons le rectangle 
circonscrit MNPQ dont un côté est dirigé suivant la li- 
gne MQ. En traçant, par le point O, des parallèles aux 
côtés du rectangle, on trouve facilement que les lon- 
gueurs de ces côtés sont (a+ c) sin ét (b-+ d)cos(0—), 
ou plus simplement Dsinvy et D'cos(0—), en dési- 
gnant par D et D’ les diagonales entières AC, BD. 

Pôur que le rectangle MNPQ soit semblable au rec- 
iangle donné dont nous représenterons les deux dimen- 
sions par C et C’, il faut que l’on ait la proportion 

D sin v LAN 
D'cos(9 — +) Vive 
et pour que la similitude existe pour tous les rectangles 
éirconscrits , il faut que cette relation ait lieu pour toute 
valeur donnée à ®. Or, cette même relation développée, 
pouvant s'écrire sous la forme 


(CD' sin 9 — DC’) tangg + CD’ cos0 — 0, 


ne sera satisfaite, quel que soit o, que si l’on a simulta- 
nément 

CD’cos® —o et CD’sin0 — DC =0o, 
d’où l’on déduit 


000% et — —= —: 


Ainsi, pour qu'un quadrilaière satisfasse aux conditions 
de l'énoncé, il faut et il sufhit que ses diagonales fassent 
entre elles un angle droit et soient proportionnelles aux 
deux dimensions du rectangle donné. 


. ( Fa 

On voit ap il existé unein: mité de genres possé- 
dantda propriété ss 

2°. Licudescentres nsidérons un quadrilatère ABCD 
constrüit suivant les conditions que l’on vient de trouver: 
ses diagonales seront perpendiculaires entre elles et nous 
les prendrons pour axes coordonnés, les x et les y posi- 
tiveshétant dirigées suivant OA et OB. Construisons le 
rectangle circonscrit MNPQ , dont le côté MAQ fait avec 
l’axe des x un angle quelconque », le point M étant si- 
tué dans l’angle des coordonnées positives. 

Cela posé, É est facile de reconnaîire que le centre du 
rectangle ER he trouver au point d’intersection des deux 
droites mené Espectivement par. les milieux des diago- 
nale$ AC et BD du quadrilaière, parallèlement aux côtés 


MQ.e 5 ga réttangle. Or le milieu de AC ayant pour 


sé 
et de Fnilieu de BD. ayant pour ordonnée 








abscisse = 
De 





à £ Co 
» les équations des deux droites sont 


d'-—= € 
7 = ange. (x — 5 ) 





bu I 








Se IP tang œ 

Ces deux équations étant satisfaites par les coordonnées 
du centre du rectangle MNPQ , si l’on élimine entre elles 
l'angle o, l'équation finale aura lieu entre les coordon- 
nées du centre d’un rectangle circonscrit quelconque, et 
représentera , par conséquent, le lieu des centres de tous 
les rectangles circonscrits. 

Pour éliminer +, il suffit de multiplier membre à mem- 
bre les deux cquaugnn"e et l’on aura, en transposant, 


b 74 GER EE 
RE D + LIT — s ==' 0" 


- 
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C’est l’équation d’ un à cercle qui passe par 1H origine et par 








les points SA t1 Le" 
Ê r. eds - À * 
À! ;— CPR | 
Ri— ; 9 Y—= 02m P- + 
et | | # 
bu 
XL —= 0 , J = a , 


# 


c'est-à-dire par les points milieux des diagonales AC, BD. 

Aïnsi le lieu cherché est le cercle décrit en prenant 
pour diamètre la ligne qui joint les milieux des diagona- 
les du quadrilatère. 


En r” 
BLLE 


Remarque. On peut prendre pour ee AE un lo- 


sange; on a alors 
| Ne: 
aæec ét h —" di À % 
Lure e . FE PE. y : # , *. 
l'équation du lieu devient & | 
| 4 


LI Star O, 
et le lieu se réduit à un point, centre du losange. 
D CP © 


SECONDE SOLUTION DE LA QUESTION 500 


(voir page 254 ); 


Par M. J. MURENT, 


Licencié ès Sciences. 





Proszemr. Zl'rouver une fonction de, b, c, d telle, 


qu'en y faisant b—a elle devienne AT eten y 
; a ='b 

faisant d — c elle devienne =. LErBnrrz. 

: 2 (a + b) 


Solution. Désignons par F(a;bme, d) la fonction 
c— d 


demandée. Cette. fonction devant se réduire à Ste Er 
( 


( 369 ) 

lorsqu’ on y fait b— a, sera de la forme 
c— d | 

(1) MAD ScE d) — FR ur b,c,'d), 


“A étant une foto inconnue qui, ne devient pas infinie 
lorsque b — a" Mfin de détérminérecétte fonction f, fai- 
sons, d — c dans égalité (1) . Le premier membre devra, 
7 e , . 4 T+ b | 
d’äprés ] énoncé. se réduire à =, et nous aurons 
2{(a+b) 
a — b 
rer) ca //\2; De c) 
et, par suite, | 
fa, b, 0, je ds 
7 Ci == rer - 
€ ? 3 2 (a + ni) 
ns Ms 
Cette relation montre que 4 non f(a,b,o, d) doit 


w 


ses 
être telle ,qu'elletdevienne (1 PA lorsqu'on y fait 
d= € : donc cette fonction est de la forme 
ST 1 
at s b, C;, d) Male eo) TT d)e(a, b, CLR d); 


p.étant une noüvelle fonction qui ne devient pas infinie 





FAR 


ic. Or voit de plus, par cette PAQRe égalité, 


LL 


c— d 

5 Faq Ent 

Kia. db, cs) Rte) 
a=—"b 

lame rs 0 

STE Eye b)(c—d)o 


Ann. de Mathémat 


Ca rh e dix 
. t. XIV. (Octobre 1355.) 
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ou, en réduisant, 


ac — bd 


FE fabstr "co; ie) tre 0 TE 


+ (a — bf{ce=td Mo (a, D, Gr 


Cette formule donnéra une‘infinité 18 ctions satis - 
faisant aux conditions, de l'énoncé ; il suflira dé prendre 
pour p une fonction: quelconque de a, b. c, d ,quine 
devienne infinie ni pour b = a, ni pour d= c. 

ac — bd 
(a+ b)(c+ d) 
fonctions qui répondent à la question. 


L'expression sera la plus simple des 


COMPARAISON DE. QUELQUES MÉTHODES DE QUADRATURE 
ET FORMULE NOUVELLE; , 


Par M° Popone PARMENTIER, 
Ancien élève de l’École Polytechnique, Capitaine du Génie Li? 


De tout temps les géomètres se sont préoccupés de la 
recherche de formules d’approximation pour cälculer 
l'aire des courbes planes. Ces formules sont de la plus 
grande utilité pratique ; car, dans l’état actuel de nos con- 
naissances, le nombre des fonctions intégrables est + 
limité, et d’ pilours on a bien, one De D + 






périmètre de la section don cours d'eau ou uñe A be 
dynamométrique dont l'aire représente le travail d’une 
machine ou d’un moteur. 

On sait que l’aire comprise entre l’axe des abscisses de 


(*) Aide de camp du général Niel, en Crimée. # Tu. 


(371) 
laçourbe: y — f (x) et les deux ordonnées 
5 L Yo if LT Ym — fe (D 
” LE 8 
est Mgréentée par! intégrale définie 


SE r(e 


9 


Les méthodes de quadrature ont. pour but de déterminer 
ewaleur plussou moins approchée de l'aireS dans le 
as où la différentielle f(x) dx nest Fr intégrable, ou 
Joue la forme de la fonction f(x) n'est pas connu et 
ue l’on peut seulement se procurer la connaissance d’un 
tiu nombre de väléurs particulières. de. cette fonction 
correspondant à des valeurs de x, généralement équidif- 
férentef, comprises entre x, etx,. En d’autres termes, 
on divise l aire ee un certain nombre de trapèzes cuür- 
vilignes déteri liés par des oïdonnées équidistantess et 
il s’agit de trot ver unewvaleur approchée de la surface de 
plusieurs de ces trapèzes consécutifs, exprimée. à Paide 
des différéntessordonnées formant les bases des trapèzes 
et de leur hauteur commune. 

La première idée qui se présente, c'est de remplacer 
les trapèzes curvilignes Dar des trapèzes trectilignes en 
joignant deux à deux par des cordes les extrémités des 
différentes ogrdonnées:#L’aire du polygone inscrit sera 
représentée par da formule 


« En ; + 
(1) au] Mu LP +2] 













dans laquelle h représente la commune hauteur des dif- 
férents trapèzes, y, €t Yh les ordonnées extrêmes, et 


A Ÿ la somme de toutes les ordonnées." Cette formule 


Es 24. 


Dee eme rh 


(372 } 
est simple, mais ne donne qu'une approximation assé 
grossière. k 
En remplaçant®#l’aire de la courbe par celle d’un ie 
gone circonscrit formé au moyen de tangéntes menées à 
l extrémité des ordonnées élevées au milieu de Ta base de 
chaque trapèze, on obtient la formule très-simple 


(2) F LEP 


Il est facile de déduire*de simples cônsidérations gé 
w'iques. que cette dernière formule conduit ce. 
résultat plus approché de laMvaleur exacte dei l'aire 
que la formule (: (1), et comme elle, a en_.outre |’ avan 
d’une plus grande simplicité , elle: doit toujours être pi 
férée. L- 

Le géomètre anglais Thomas Simpson a cherché à 
obtenir une plus grande approw nero en substituant à 
la courbe dont on chérchéll'aire une Suite d’arcé de pra 
boles du second degré à axes parallèles aux érdonnées: ce 
qui l’a conduit-à la formule suivante, à laque AI" a at- 
taché son nom et qui constitue encore Fe hui lune 
des méthodes de quadrature les plu vo 











EE + ru) | 
3 
PP. A - + ant) 


Vos V1» Vase. Yan Teprésentant les valeurssnumériques 
des 27 +1 ordonnées distäntes l’ünetde l’autre de la lon- 
gueur constante h. Cette formule donne , en général, des 
résultats plus approchés que la méthode des tangentes; 
mais on ne peut pasaflirmer à priori qu'il en est ainsi. 
Si l’on cherche, par exemple, l'aire du quart de cercle 
d'un rayon égal à 10, en partageant le rayon en dix par- 
ties égales, la formule (2) donne 


À — 178,899, 


(373) 
et la formule (3) 
AN ON173 


Or la vraie valeur de l’aireest 
S = 78,540. 


L'erreur en plus : à laquelle conduit la méthode des tan- 
gentes est donc moindre que l'erreur ell moins que 


donne Ja formule de Simpson. L'’aire de la parabole 


Le ET 
e s PP 9:x 


entre p axedes abscisses, la courbe et les ordonnées cor- 
rm 


LA TON à Ho et, EL —=10, M: pour valeur exacte 


L : 10 X . — 63,246, 
En partageant la She £& ‘dix hartigs égales, la formule {2} 

nduit à : 

ï A = 63,408, 
ormules(3) 2 + 
«éiore 3) à * A — 63,001 r N 
A à 

L' avantage estonc éncore à laméthode des tangentes. 
Il e petit de même en caleulant Slau moyen de dix or- 
données , l’aire du quart de l'ellipse,. ou celle de l'arc de 
Pope bots Y = V20.x + x? s entre 1 sommet et l’or- 
donnée correspondant à &— 10. Mais $i l'on cherche 
l'aire Comprise entre l’axe des abscisses, l’hyperbole 
xy = 1 et les ordonnées correspondantà x —1 et x —?, 
aire dônt la vraie valeur est 


é S =los nép. DO 3693147, * 


on trouve que # formule (2) conduit, au moyen de dix 
ordonnées , à à la valeur 


TA — 0,692835 


( 374 ) 


et la formule (3) à la valeur beaucoup plus approchée 
À — 6;693160 .: , 


Je pense que la formule de Simpson doit, en général , 
être préférée à la méthode des tangentes , mais il me pa- 
rait difficile de les comparer € aire elles ct de décider, 
à pi iort, dans quel cas l'une doit: emporti ar Padire, 
M. Catalan, remarquant que les différents âxes de pa- 
rabole de la méléde de Simpson n ne se toudhent tqu en un 
point et forment ainsi des jarrets, a pensé que l'on ob- 
tiendrait une formule plus exacte en faisant recroiser 
deux arcs consécutifs de manière à Jet donge ER 
points communs. Après avoir mené un premie Far 
parabole à axe gas lèle aux ordonnées, par les. extrémi- 
tés des trois premières ordonnées:, on ne con serve de A” 
ligne que la partie comprise entrelles deux premières | 
données ; puis’ On fait passer un second arc de par 
par les RATES des deuxième ‘ “Ar oisième et La #3 








verse, puis il Æ st 
ainsi à la Paie e 


(4) AA 
(Y2 + F0 





I 
24 


La À 
À à. Sign JL CN | ÿ 
h représentant l'équidistance des ordonnées et D y Ja 


gr 
somme des 7: ordonnées ÿ, ; 71; Vase. Ya LE 


(*) Voyez les Nouvelles Annales de Mathémaliques, t. Xp. hd 
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M. “Galan pense que cette Haute pourra presque- 
toujours être préféréé à à celle de Simpson. La plus grande 
continuité donnée à à Ja se des ares paraboliques semble, 
en effet, favorable à] Ia formule (4): Pourtant on ne peut 
rien after del égard. comparant les déux formules 
dans le cas des cinq aires dont iba été qucsnon ci-dessus, 
on trouvéra que. l'avantagésest toujours à la formule de 
Simpson. "Cette dernière étant d’ailleurs plus simple, je 
pense qu'il n'y a pas avantage à lui substituer la for- 
mule (4). 

Passonsrà la formule de M. le général, Poncelet. L'aire 
d’une cou Ré étant L comprise entre celle” du” polygone in- 
scrit formé p | 
F FT es f par une Suite de Rte il était na- 
: urel de ipense [qu en général la moyenne. arithmétique 
er tre ces deux aires :$ NE US Ph que chacune 















; à 
A iculté ere sécñtel de Paris. 
* Soit aAG a l'aire à calculer. 


4... un te circon 


scrit à la courbe en me- 
nantes tangeñtes aux c extrémités de’ toutes les ordonnées 
Yi à Ya." a Ÿ 8m de rang pair, étun polygone i inscrit, en 
joignant d bord les extrémités À et B des deux p premières 
ordonnéés , et les extrémités F et G des deux dernières, 


(5768 
puis menant les cordes'de contact BD ;DF , etc du poly- 
gone circonscrit. Il est facile de voir "mâintenânt que 
l'aire du polygone insexit est exprimée Pa à é 


(y +) se de sue LU, 


+ 2 Lune) +18, 


ae tr) + 2h 
2 





SR 


+ 


, 6 





ou Hit 


h vue Yi + Yo vas = % n” ; 


à À w Rx 


$ Re 


2h(Yi + Ps +. 8) 


% 


D? 





Re 


> Ji la somme des ordis de rang pair! . d ge LA 


impair). La moyenne arithmétique entre ces deu aires 
k « 








donne pour laire approchée de Ja courbé % 
dau Et on nt on, * = 
(&. S=r(Yn+ # PS ) (+) 


Cette formule conduit fort souvent à une très-grande 
approximation si on l’ applique, par Ann. à la déter- 
mination de l’aire du quart de cercle de rayon 10; on 
trouve, en divisant le rayon en dix paifies we 


S 74 403, % LE, 


valeur plus approchée que ele que donnent | bre 


1 


mules (2), (3)et (4). N est à observer, en outre qu qu'au, 


— 





Fe 


(*) Voyez, pour plus de défeloppements, les Éléments 4 canique de, 
H. Resal , pages 28-31. . 
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lieu de dix ou onze ordonnées qu'ont exigées ces derniè- 
res, on n’en a eu que sept à calculer pour appliquer la 
* formule de M. Poncelet à ce cas particulier. L'approxi- 
mation eût donc été plus grande encore, si l’on avait, 
comme l’eût exigé la comparaison équitable des diverses 
méthodes, partagé le rayon du quart de cercle en seize 
parties égales, afiñ d'avoir aussi dix ordonnées à calculer. 





On peut se rendre compte, par l'analyse, de la valeur 
comparative de la méthode des cordes, de celle des tan- 
genies et de celle de M. Poncelet. 

Considérons, en eflet, un élément MM'de la courbe 











Soient 
OPETPANDDA = SAT, 


et menons la cordé MM, ainsi que la tangente au point »2 
correspondant au. “milieu de PP’, L’aire PMM P' dela 
courbe aura pour expression 


Po, s 


R> TX F2AT 
a S = var, 
; TL 


0 





ou , en posant x —X, + XL’, 


= À Tr 
$ 14 def (xs + x); 
LA 
ZX 


Q 


je 


( 598 } 


mais Où à 
fm + x )= f(x) + 2 # (x) 


x": | ù 
+ fe) + 25 40) ON 


| 20 | 
el, par suiie, CES 


far zx) = zx f\x) He (2) Fer (x) SE Dr 





et + | 
= OA x | 4 
fic _ daf(m+zx)=24xf() 
X!.—= 0 2 
A GAZ 
+ CE pr) 4 LCR y (a) 2 
ou enfin 


LR 


(Ar) FLE 


IR 


S—2Axzf(x)-+ 2(4x ff" (m)+ 


et l’on sait que ces séries sont toujours convergentes , si 
2 A x est suflisamment petit et si f'(x,),f” (x), etc., 
sont limités. Il est facile de voir, d’un autre côté , que 4 
l'aire du trapèze inscrit a pour expression 


A—Ax|/f{(x + 24x) Ace À] 





ou, en développant f(x, + ne 
A 2Axf{(x) + 2(4x) f'(xroe+ 2 saga &) 






Pareillement, l’aire du Hu circonscri , qui est 
égale à LA 
2Ax f(x, + Ax), 


peut être mise sous la forme 


A 2 4 x fa) 2 A ner, | (ax) f” (a) 


Ona donc 


el 





Fe 
le trapèze circonscrit a pour expression 


Â \/ à 
| M — ne 2A2%f (x) + 2 (4x) f' (xs) + & (ax f(x) +... 
on a donc 


S—M=—Z (ax) f" (a) +0... 


ce qui montre que, lorsque Azx est assez petit, cette 
moyénne dopé Ja valeur approchée de à avec une erreur 







“4 s br que celle à on conduit 
l'aire y pour obtenir cette moyenne, on 
serait LES + Ca pgner un nombre double d’ordonnées 


: ar 28.1 semble supposer que f(x,) n’est pas nulle; 
mais il est facile de voir, en calculant les termes suivants du PRIS 
ment de S— À ét de S — A', qu’elle subsisterait encore dans le cas par- 
ticulier de f'(x,)= 0.Sif”"(x,) était aussi nulle‘ou si plusieurs des 
dérivées f(x, ), f1Y(x,), etc., étaient nulles à la fois, l’avantage de la 
méthode des tangentes sur celle des cordes n’en serait que plus grand. 


( 380 } 
dent pas à celles du polyg one circonscrit. On a vu de 
quelle manière ingénieuse M. Poncelet a évité cet incon- 
vénient, et quoiqu’on ne puisse pas appliquer à sa for- 
mule le résultat comparatif que nous venons d'obtenir, 
puisque les cordes et les tangentes ne sont pas disposées 
de la même manière sur les, deux figures ci-dessus , on 
conçoit néanmoins qu ’elle doit conduire à une approxi- 
mation supérieure à celle que donnent les guz autres 
méthodes, On vient de voir que la différence en tre L' l'air 
de la courbe et celle du polygone inscrit tend. à devenir 
double de la différence qu’il y a entre l’aire de la courbe 
et celle du polygone circonscrit. On arriveraits 
une plus grande approximation si, au lieu de 









FREE 
DE , À + AT". & D 

pour l'aire approchée de la courbe ———; omprenaït 

2 
A + 2A’ 
a 

la courbe, si les termes renfermant Ax à une puissance 

supérieure à la troisième étaient réellement négligeables. 

On a , en effet, 


» car ce serait la véritable expression de aire de 








A + 2 A’ > 

——— = 2Ax f(x) + she F' (x) + À (AZ) dl To) rte 
3 3 (7 As 

expression qui ne diffère de la valeur dé > que par des 

termes renfermant Azx à des puissances BE ire sa la 

troisième (et même à la quair ième, comme, on le verrait 


en calculant un plus grand nombre de termes)" 
_. 

considération m'a permis de modifier : Re men 

la formule de M. Poncelet.. Reprenons®, à cet effet, les 

valeurs des aires inscrites et circonscrites de la première 

des deux figures CR 


d à +7 Van A4 +de ù 
=: CSP STE é 


C386) 


et 
mi ; 
ARR Dre 
Maïs, au lieu de prendre, comme M. Poncelet, la 


moyenne arithmétique entre ces valeurs, prenons pour 
DA 





À ë A 
l’aire S de la courbe l'expression > On aura 


(1 Da on ii (ynat 
S—= } ONE | + Sr, 


ou 


(6) ù = (2 dr: 4 À == |) 





Cette nouvelle formule, qui n’est pas plus compliquée 
que celle de M. Poncelet et qui est beaucoup plus appro- 
chée, doit donc lui être toujours préférée (*). 

Appliquons les considérations analytiques qui précè- 
dent à un exemple numérique, celui de l’aire comprise 
entre l'arc de l'hyperbole équilatère x y — 1 ei l’axe des 
abscisses, entre les limites x — 1 et x — 2, aire dont 
la valeur exacte est le logarithme népérien de 2 ou 


S — 0,69314718. 


(*) M. le général Poncelet, auquel j'ai soumis ce petit travail qu'il 
bien voulu approuver sans restriction, m'a fait observer que l’on peut 
justifier cette nouvelle méthode de quadrature par cette considération 
purement géométrique, qu’à mesure que l’élément d’are considéré dimi- 
nue, la corde MM’ (de la deuxième figure) tend à devenir parallèle à la 
tangente TT’, en même temps que l’arcse rapproche indéfiniment de celui 
d’une parabole de second degré, de sorte que le segment intérieur Mn M’ 


converge vers les 3 du trapèze MTT’ M’, considéré à la limite comme un 


véritable parallélogramme ; ce qui s’accorde entièrement avec les considé- 
rations analytiques sur lesquelles repose la formule (6). 
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En supposant la base partagée en dix parties égales Ja 
méthode des cordes conduit à la valeur 


A — 6,693971 
et celle des tangentes à 


A! = 0,692835. 


En 


On a donc 
SA 7000002408 
et 


SA 0000312848 


ce qui fait voir qu'en s’arrêtant à la sixième décimale, 
Ax = 0,1 est assez petit pour que les termes du dévelop- 
pement en série qui renferment Ax à une puissance su- 
périeure à la troisième puissent être négligés: 

En prenant la moyenne arithmétique entre À et À”, 
on trouve 


/ 
ML Te 





— 0,6930353 


2 
Ci F 
S—M=—0,000196, 


ce qui est (en valeur absolue) la moitié de S — A", ainsi 
qu'on devait s'y attendre. 

Enfin, 

M'— a. — 0,693147, 

ce qui ne diffère de la valeur de S qu’au delà de la sixie- 
me décimale et présente, par conséquent, une apprôoxi- 
mation bien supérieure à toutes celles qui précèdent. 

Mais, comme je l’ai déjà dit, il est à remarquer que le 
calcul de M er de M” serait deux fois plus long que celui 
de À ou de A’, et que l’on pourrai, par conséquent, dans 









le mème temps calculer. en prenant A x deux fois plus 
petit, ce qui “donnerait Jeut-être l'avantage à cette der- 
nière expression. cle done notre exemple à la 


formule de M. Poncelet,; la valeur de l'aire sera 


= à 603523 ; 
et; apar suite, 4" 
# Si— S' —— 0,000376. 


% ‘3 + 


On voit que l’erreur est un peu plus grande que S — A’ 
et qu’elle est plus du double de S— M: mais cela tient 
à ce qu'en conservant là division ‘de la base en dix parties 
égales, on à Féellement pris Ax deux fois plus grand, 
comme ilLest facile de le voir sur la première figure, et 
ques.sansavoir "plus d’ordonnées ? à calculer, on aurait 
-#pu ‘diviser la base, en seize parties égales, auquel cas la 
fofmule du général Poncelet aurait sans doute ( eu l’avan- 
tage sur la méthode des tangénies. | 
La nouvelle formule (6) conduit à la valeur 


SH 0,692084 ; 
et l’on a, par suite, 
SES 0000102; 


erreur notablement plus. faible que S = S’, 

“Quant à la comparaison analytique entre la formule 
de M. Poncelet ou la formule (6) d'une part, et entre 
celle de Simpson où la formule (4) d’autre part, elle me 
paraît fort difficile à faire, et je ne puis me prononcer 
sur leur mérite relatifJe pense néanmoins qu'en géné- 
ral la nouvelle formule que je propose ne le cède pas 
en exactitude à celle de Thomas Simpson. Cette dernière, 
qui donne l’airefexacte dans le cas particulier d’une pa- 
rabole du second, degré à axe parallèle aux ordonnées, 
peut conduire, comme nous l'avons vu, à des résultats 







ee T " 
Te + 


moins satisfaisants que là méthode des. tangentes, tandis 


que la formule de M. Ponceletiét à fostiori la formule 6) 
sont évidemment préférables NE méthoderdes tangentes.. 


v 
2- 


ni 








SUR LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS TRANSCENDANTES | 


( voir page 304 ). É ; € op 


… 





Méthode de M. Stern. 


” 
La méthode des séries, employéepar Euler, Lagrange 
et M. Cauchy, est sujette à de graves inConvénients. Il 
y a d’abord la difficulté de reconnaître la Continuité et la 
convergence, de reconnaître si l’on s’approchermparjexcès 
ou par défaut; et, lorsqu'ilexiste plusieurs racines réelles» 
il est difficile de distinguer les séries corréspondantes 4ux 
diverses racines, les équations peuvent avoir une infi- 
nité de racines, et, pour les racines imaginaires, une 
première approximation est déjà pénible à obtenir. C’est 
ce qui a engagé l’Académie des Sciences de Copenhague 
à proposer en 1837 la question : De æquationum trans- 
cendentium radicibus indagandis. M. le D' Stern, cé- 
lèbre analyste qui habite Güttingue et qui y cultive la 
science pour elle-même, a remporté le prix (*). Nous 
allons essayer de donner une idée de l'ouvrage couronné. 
La racine d’une équation, soit algébrique, soit trans- 
cendante, est une quantité qui, substituéesà la place de 
l’inconnue x , la réduit à zéro; dans une équation algé- 
brique qui a pour facteur x — &, on est autorisé à en 
conclure que & est une racine; il n’en est pas ainsi dans 
une équation transcendante. Si l’on a 


f(x)=(e—«)F(REe, x 


(*) Venu à Paris pour voir l'Exposition. 


posant 





et ensuite 
SEC Tir; 


annulent aussi tangx — 0. En #ffet on a 
rte « ’ à É : te 1. 1 3 






. # FR 3 72 ! La E +? 
Sinx — x li #— | Ur À |. 
LA 6 +2) Lo 1) 
“à a. sn ER 
{voir les®Zables de Callet). | 
TN M nel 
vu TO; TT; TZ 2T,,.., 


et cês racines donnent ” 


| Sécx = 0; 
LÉ. A 


; dans ce cas, 
4% RER 






tang x — 0; 


e séc x — 0 sont évidemment imaginai- 


T'Y + 2, 


alors 


, PAL PA ë A > Dis —:\ in y 
cosx = (c Es OS gr Ci )siny,, 


Ed I k ; F 4 . Li ° / 2 * 
Mr — £ (e° He) sin y + ARE et)cos y. 


Ann de Mathémat,, t. XIV. (Octobre 1835.) “* 29 
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« On doit avoir, séc x étant nul, 


COS Tr == À ; 


donc . 5%: 


| 


Z 
, ed 
et, par conséquent ) "hé 


Aïnsi, en posant : 





sinx devient infini et tangx n’est pas nul; en effet, on 
trouve alors 
tang x = é. 


ù 


Par conséquent, l’annulation d’un des facteurs n’annule 
_ 


pas le produit. + KR 
ai # Nr 

L'auteur fonde sa méthode sur ces trois théorèmes ? 
% 1€ : + F 


I. Tréonimr. L'équation 
# | (x) = o : ja 





Le A ‘ 
étant donnée, substituant Successivement x 1, X: dla place 
de x, si les valeurs de f(x), f(x:) sont de signés op- 
posés, il existe une ou plusieurs racines de l’équation 
entre x, et x:, S'Ü n'existe aucune racine entre X, et. x», 
les valeurs de f(x:), f(x:) sont dé méme signe. 
Observation. Bien entendu que f (x). est continue 
entire L4 Et Loc à 
IL. Taéorkme. Si la fonction f (x) ettoù 
restent continues entre x et X-+ a; on au 






Ja +a)= fx + af'(x, x + a), 

PAC +a)=fe + af z+ a f(x, x+a), 

fla+a)=f(x) + f(x) +24 f(x) + FHSrPa), 
4, 2 | 2.8 


où (x, x+a) représentent des quantités renfermées 
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entre x etx+ a, quine sont 7 les re dans Meur 












doté Vin naau on a Ju 
des, tôme UT, page 119); a. 
du théorème. AN EX, 

Soient { (x) une fonction algébrique quelconque de de- 
gréan set «, 5 deux nombres ct BP à; écrivons les d ux 








suites 
a J (ne), 
"re 
es exposant de eux sui- 


es. peuvent puésen L le même nombre 
mais dans aucun cas là suite (£) n’a plus de variations que 
la suite (ce). Lorsqué la suite (B) a moins de variations , 
le nombre detracites réelles de l'équation comprises 
entre & ebf nef 
tpns Perdudseu 







es Fe de vargüons ne 









nulentÿf{x) ;.2° ou hs de ce que ces valet rs Antermé- 
mené): à une ou plusieurs des foncton M tvées 1 
et, dans ce cas, les Variations disparaissent par couples 
et indiquent l'existence de racines images, dans l’é- 


quation CONS. 


VE AE > ST w FrRg GE 
'RC sx) 0,4 Ré ; 


en 





Le nombre de variatio ns perdues pouvant u tenir à r une 
RE LISE : 

ou à l’autre de ces X circonstance 
* 

comme par le théore me de: M. Sturm, Je: nombre > juste 
des racines comprises , on a seulement une limite: mais, 
lorsque par la nature des fonctions dérivées on sait 
qu’ une d'elles s’annule, alors le nombre de variations per- 
dues indique le nombre de racines réelles renfefmées 

25 . 





peut jamais dépasser le nombre de varia=s 


ê 
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entre & et 6 ,etsen général, lorsque le nombre des varia- 
tions perdues ésthinpair il existe au moins une ra 







A 

réelle entré @ € Déc. 0 
Dans les. on ions bre f (") est ru Eie 
constantéet'etést à cette particularité qu on doit depou u-. 


voir cor ie de" not nbre de variations dans chaque suite 
(a) et (B) qui ne contiennent au plus chacune que mster- 
mes; maïs dans les fonctions transcendantes on peut 
continuer les différentiations indéfiniment et il nysa 

plus lieu au théorème "de Hotrier. de CS 


un | nt, et c est là le point tondal e 


dd 
#1 déc 





, 


+ « 

n'a aucune racine, et il démontre quialors les suites (a) 
et (6) jouissent: de mémagpropriétéss re équa- 
tions alsébri iques , par des, raisonnem al oëues” à 
n faitpour ce genre d'équations. pl momme 
e d ét rminante celle qui remplit cette con n, et 
nombres ‘déterminants les nombres « et G,et, pour évi- 
ter la longueur des calculs, il She a et 5 de telle sorte, 
que’m ne dépasse pas deux et qu'il n’y ait qu'une seule 
racine ‘comprise, et qu'aucune racine des équations 










l'est toujours Fee 


ou À bé # ” ti 
sible d avoir. des. limites si tn que f’(x) et 
rte ) n'ont pas ‘de facteurs communs; dans ce dernier 


AA 


lini tes étant, trouvées on cherche laquelle ST, ces limite 


substituée à la place des x dans f (x) et f(x) donne 


Le. 


( 589 ) 
À > NÉ ; , k + e 
même signe. Cest ce que l’auteur nomme" la limite 
cer: Si c'estæ, alors on aura ste nouvelle limite 





; si B est la limite 





sf { k 
js petite Aa deux Fe 2 f' (x), but soit | x | 


l'unité décimale imméd tement plus & ee e que ce quo- 
dents si 72 est Die petit que 1—}, on re serre les li- 


mites ] | squ à ce qu La ait 
; A PS . KR 






mente le dernier chiffre du quotient ‘dune | 

l’ajoute, ainsi augmenté, à É, si f (F5) et f” (6) sont de si- 
gnes différents, ou bien on retranche dé B,sif(B) et 
f”'(B) ont mème signe'#La nouvelle valeur approchée G’ 
peut êtré au-dessus ou au-dessous de la valeur de la ra- 
cine ; de quoi l’on peut s’a$surer en,substituant Gas 4 
nice de x dans f (æ) en tout cas, Gt diffère de x d, 
quantité moindre que OR Augmentant ou dimi- 







e 


int la dernière fig écimale de £’ d’une unité, selon 
que É’ est plus grand'Où moindre que la racine, on aura 





(590) 
de nouvelles limites, et procédant avec A col 
avec les précédentes, on parvient à des résultats ex 
jusqu’à la on + k, 4n + 3k, 8n+nk figure déc ds 
Les 1H OU suivantes éc Jairciront ce LE l'exposé 










peut présenter € d obscur CE 
Il yadonc trois Le ess 
RDS sun ve dans l pit 


ds nombres Fa et n ; 
que l’on ait . 


2 


1* Exemple: 


ki Hors 100 = 0 


Li 


(Euler, ren, I, $ pi LA s’agit 12 is $ LÉ 
hyperboliques” F 
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jet fers, AA 





3-et sont des Hombres déterminan 





Dh 7 est la 
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Me AUS | Re LE 





(3,6), Va | 
MF (3,6%e à b 


0,002; 
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2° Exemple : 
TZ —= COS TL —= O 
(Euler, {ntroduction, livre IT, Ç 531); il est évident que 
cette équation n'a qu'une seule racine réelle. 
[4 bi — cosr, f'(x)—=1+sinx, f(x)—zx—cosx, 
depuis x — o Jusqu'àmæ — 9o degrés, cosx conserve le 
même signe; donc f#(x) peut être prise pour fonction 
déterminante ; 


O— COSO —— 1, 90° — COS 90° — + 90° 


donc il y a une racine entre o et 90 degrés; des limites 
plus resserrées donnent 





D ANT), 4 Gris so" he 
= ve + BA 
fo, 7h 0,764, 1,644,  o,064, 
= + Ts 
(0,8); 0,69b, 1,717; 9/10, 
OP Lt 
2 1,644 0,2; 
donc 
À — 9 
1 \o 
car 5) 1042 hs F k. | F 
F(o ,8) ‘4 0,103 


à JO) PE, 747 
MT M. . A | i à 
alimite extrème). Il faut pousser jusqu'à la 
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première valeur approchée 


0,8— 0,07 — 0,173. ÿ Fe, 
$ * 
J (0,73) est négatif; ainsi la ne | comprise entre 
E 


0,79 et 0,74. 


f(7,4) _ o,00153: | ‘er | 
qe ep = OYOOOO PAPA ES 
RTE j 674 8 ", JR 


æ 





seconde valeur àpprochée 





0,74 —Q,001 — 0,899. 


f (0,739) est négatif; la racine est entres 0,759) 
0,7991. 





FAR. 
F(0,7391) __ 0,0006024887 A | : 1: RES 
f'(0,7391) T7 1,67362 — 0,00001487 
(car 82 +4k=8); 








troisième approximation 
0,7391 — 0,00001485 — 0,73908512, 


exacte Jusqu'à la huitième décimale. Euler trouve 
0,7390847. 
La suite prochainement. 


. + indé, F Le 
. : Ée 4 . LA A 
: re Ce 






de à 
ï + Se 


SUR UN nee DE : x OÛRBES | PLANES; 


PAR UN ABONNÉ 
+ (Montpellier). 


Soient 
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les équations de trois courbes ; 
OR | A+)iB—=o 


sera l’é ne d’une courbe passant par les points d’in- 
m des équations (1) et (2)4%et nous pourrons dé- 
condi (4) coupe (3) orthogo- 






passera de même par les points d’intersection des équa- 
tions (2}tet (3) et coupera (1) orthogonalement. 


Les valeurs de À, x, v sont 


dA dC dA a4C 

TR RATE PR 

TT: V4BACN 4B 40. 

Ed TE 

dA dB dA dB 

dx dx dy dy 

| dBaC dB dC 

de de dy pr 
NP AA AB 
ER CM AS 
PARENT EUR, PTE 

dx dx NRA F4 dy ds 





LE 





= à Et 


+ 


L 


-communes. » 4 
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(7) xB—gpC—o 


est l'équation d’une courbe passant Dai les points Rl 
section des courbes (4 } et{5). D’ après l A TAEES rie 
l'équation (6) peut s écrire sous la forr 






, 5 
Ÿ 


1B— pe =\ 


Donc les courbes (4), (5) et (6) 


Ce théorème est la généralisation d’un, 
Plücker énoncé dans un des volumes des No 
nales. | 

w 





NOUVELLES PROPRIÉTÉS DE LA LOXODROMIE ; 
D'après M. H. D’ARREST. 


# 


(Astron. Nachr. 1853, t. XXXVI, p. 351.) 


1.. MNotations. 


«, à coordonnées astronomiques d’un poñit dit 
dromie passant par l'origine. 
À — angle constant de la loxodromiése 
dien. 









r— rayon de courbure 'sphéri 
paiss Ces 70 |: 
a', d!’ — coordonnéés du centre du cerële 
la loxodromie au point (æ, 0). rh | 
n — portion de la Sie comprise enéli 
et l’équateur. | 


r' = rayon de COUT ATE de la dévelo D au Pr à 
(21,2. 


& 
: 


(59701002 
n' = portion de la normale au point (+ 0’) compris 
== À prise 

entre la développée et l'équateur. ‘ 

A5 — angle que fait la développée au point (+’, 0’) 
avec le méridien passant par ce point. 

s= longueur d’un arc de la développée. 
2. Formules. 


4 # 


Equation de la loxodromie passant par l’origine : 


in 5 
(x) log tang la ©) —YCotAS 
(2) cotr = — sin À tango. 
NL T 
(2) Me MT A 
: 2 
FA où 
(4) ? tang d — Æ tang A sécd. 
(02 tangr tang 2 — — coséc? A. 
À sin À tang 0’ 
(6) - cot r LE Le MA 
sin” 0! 
(7) tangr” tang 2° = — coséc* À sin'd”. 


sin À’ sind — + sinA. 
I (427 )eot 4 — (#5 )cotA à 
(9) tangd = -tangA le % +e \ è 
< | dE 


équation de la développée. 
(10) F cos ss’ COS A = cos 0”. 


3. On conclut de l'équation (9) que la développée de 
la loxodromie n’est pas une loxodromie; elle diffère en 
cela#de la spirale logarithmique. 

Si l’on mène les deux cercles parallèles de latitude + A 
et— À formant deux segments sphériques, l'équation (9) 
montre que la développée est formée de deux spirales sépa- 
rées, renfermées chacune dans un des segments et ayant le 
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pôle correspondant pour point asymptotique. Chacune 
de ces spirales s'étend aussi dans la zone comprise entre 
les PARA 

4. Le cône qui a pour ur: celui de la sphère et pour 
base la développée de la loxodromie coupe le cylindre 
qui topche la sphère suivant l'équateur en une certaine 
ligne courbe; développant le cylindre , la ligne courbe 
devient plane et a pour équation | PR : 


. T ra 
î cd cn? 
y=-c\e +e 
4) \ 


4 


équation de la caténaire. } 

D. À étant toujours l’angle constant, supposons qu'un 
point décrive sur la sphère une courbe qui coupe chaque 
méridien suivant un angle A! tel, que l’on ait la relation 


tang À’ — tang À sin 0 ; 


l'équation de cette courbe sera 


A 


(a) log co 083 — a cot A : 


la projection orthogonale de cette courbe sur. l'équateur 
a pour équation polaire 


c’est une spirale logarithmique. 
L’équation de la normale sphérique à la courbe (a) 
est 


tang 9’ — tangd [cos (a — x’) — tang À sin (a — «')|, 


où a’, 0’ représentent les coordonnées courantes... :, 5 
Fa 
dent: 
on obtient 
tang sous-normale — cot A. 


— 






| tang (x Lun = — 


rbe tracée sur la sphère ; rle rayon de 
ni nées du centre de courbure 


, sin Je 





s0 ee 
” pee Eu + x 1 — 2%v)° 





# 


10n trouve ces es a la Sphérique.: gabruue 
de Gudermann; ; Cologne, 1830. 





_mest le cent ati 
de ce cercle. 


Un. psind — x À 
CRE TT nl 


L 2 


LL est le centre 
de ce cercle. 


p'hp',p” lesurs nn. 


inscrits. + 
s l'aire du ufangle, p le périmètre. 
On a 














or tangp.tang à 
sin --$ — (ANE F3 RS | 


2 + 
HE 


2. Pour un lieu terreêtre ana et une en 
d’une étoile donnée , le minimum de l’accroissement de 
l’'azimut a lieu lorsque le sinus de la hauteur de l’étoile 
est égal à à la tangente de la moitié de la hauteur dans le 
premier vertical. (Môsius. } | 

3. Mèmes dénnées ; le minimum de l'accroissement 


dedl’ angle parallactiq Le a alieu"to rsque le Sinus de a hau- 


plus gra inde de on Ps y 
4. Soit pla RASE rc 


. déclinaison d’ une étoile S; Oet 


u donné; 9 la 
Pi de lho- 


(*) Directeur de l’observatoire de P ber 78 Leipzig, élève es 
célèbre Encke ; il est de la colonie de nant de Français exilés 


u funeste qu ’on pourrait 
he siècle de Bossuet et * 


È par la té oi tse de l'édit de" us me 
caractériser plus sévèrement et are entache 1 
de Fénélon, 






L 


(4or) 
rizon diamétralement opposés au point ortif et au point 
occase de l’étoile, s étant l’aire du triangle SOO. Cette 
aire est constante (Lexezz) et l’on a 








5 

; tang 45° — es 
-tang- = . 
— 0 
4 tang 45° + ? Te 


(H. n'Arresr.) 


5. Sur le diamètre d’un grand cercle d’une sphère 
comme axe on décrit une lemniscate, on fait une projec- 
tion stéréographique de cette lemniscate sur la sphère ; 
cette projection renferme une partie de l'hémisphère ; 
l'aire de la partie restante de l’hémisphère est égale au 
carré du diamètre de la sphère. (H. D'Arresr.) 

6. A,B,C,D, E sont cinq points dans un plan; A,B, 
C, trois points consécutifs en ligne droite. Données lon- 
_gueurs AB, BC, DE; angles DAE, DBE, DCE. Construire 
le quadrilatère ACDE : 1° par un moyen mécanique, 
2° par le calcul. ( Problème de topographie.) 


Théorème combinatoire à démontrer. 


Soit 1,2,3,4,..., 2 — 1 une suite de nombres na- 
turels; représentons par FE, (n — 1) l'expression algé- 
brique de la somme de ces nombres combinés r à r'etsans 
répétition. 

Soit1,2,3, 4,..., 7 une seconde suite de nombres na- 
iurels ; représentons par F'"(n) l'expression a/gébrique de 
la somme de ces nombres combinés r à r avec répétition. 
En changeant dans F, (n—1),+ 7 dans — 7, on 
retrouve-la fonction E%! (#) et, réciproquement, en chan- 
geant dans F",(n), + # dans — 72, on obtient F, (7 —1) 

Ann. de Mathémat., t., XIV. (Novembre 1855.) 26 























Exemples : 
Je T, 
F, Puit did Fe (ne 
# 2 2 
{ r (nr + 1) x! 
F,i— nr — 1)= 3 EURE 
E Con nr RE 3 
Fe 
" nN—1.n—2.3n—-1 
M MR 
nn+in+2.3n+I 
Fe QD RS 
 n(n+i){n+2)(3r +1: À 
LT mn Lo “2 È Her ; pence 
v — — 2)(3 r — 
F,(— 2) = PNR EE 1) RTE 
(OErnneEr.) 
BIBLIGGRAPHIE 
(voir p.272). 





ÂLGÈBRE SUPÉRIEURE ; par M Serret. (Fin.) 


9° Lecon (118-132). On fait voir comment M, Min- 
ding s’est servi du parallélogramme de Newton pour dé- 
terminer le degré de l'équation finale dans l’élimination, 
parallélogramme qui sert, comme on sait, dans la re- 
cherche des asymptotes hyperboliques de divers ordres 


AY 
5" 


+ 
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d'une courbe dont l'équation est donnée. M. Liouville a 
fait emploi de ces asymptotes pour calculer d'une ma- 
nière élégante les divers termes de l’équation finale. C’est 
ce que donne aussi la méthode de Bezout. « M. Liouville 
a déduit, des résultats qui précèdent, la démonstration 
d’un théorème curieux de géométrie (p. 128).» Il s’agit 
d’un magnifique théorème sur les tangentes parallèles dans 
les ‘courbes et sur les plans parallèles dans les surfaces. 
11 me semble qu’il aurait été convenable de dire qu’on 
doit cette curiosité à M. Chasles (*) (voir Nouvelles An- 
nales, tome IV, p. 153 et 178). 

10° Lecon (133-143). Extension des résultats de la 
leçon précédente aux surfaces. 

11° Lecon (144-162). Théorie des fonctions semblables 
des racines d’une équation. 

Dans cette théorie créée par Lagrange on a besoin de 
la proposition suivante : 

Le nombre des valeurs distinctes que peut prendre 
une fonction de m lettres quand on y permute les lettres 
qu’elle renferme, est toujours un diviseur du produit m! 

Démonstration. Si toutes les permutations sont diffé- 
rentes les unes des autres, le nombre de ces valeurs est 
évidemment m'. Formons ces permutations r7ormale- 
ment, comme nous l'avons indiqué ( Nouvelles Annales, 
t. I, p. 127) (®), et écrivons-les les unes au-dessous des 
autres ; le même mode qui sert à dériver la deuxième de 
la première fait dériver la quatrième de la troisième, la 
sixième de la cinquième , etc ; donc, si la première per- 
mutation devient égale à la deuxième, la quatrième de- 





(*) Le théorème sur les plans appartient aussi à M. Chasles. 

(**) On persiste à ne pas parler de cette formation normale (Hinden- 
bourg) dans les Traités élémentaires, et je persiste à la recommander 
paree qu’elle est essentielle. 


26. 


{ doi) 
viendra égale à la troisième, la sixième à la cinquième, 
etc; le nombre de permutations distinctes sera donc 
TEE STE - : : 

Er La troisième permutation dérive de la première, 
comme la sixième de la quatrième, la neuvième de la sep- 
ième, etc. Donc, si les trois premières permutations 
deviennent égales, les quatrième, cinquième et sixième 
permuiations seront aussi égales, et ainsi donc lé nom- 


: Te PS PRIT. 
bre des permutations distinctes se réduit à ns etc. 


Ce Q. LE | E 
Soit l'équation 
(1) DU pi AT pa HE ee Pr NON 


CT NE GTA TUE 


deux fonctions des racines sont semblables lorsqu'une 
permutation quelconque dans l’une amène une permuta- 
tion semblable dans l'autre. 

Exemples: x, +xset x; x, sont des fonctions sem- 
blables ; à x + x; correspond x, x3, etc:, mais Xi — 2% 
et x, %, ne sont pas semblables, car à x, — x, corres- 
pond 3 L13 Li — Lo Et Xi — XL sont de signes opposés, 
tandis que XX et XX, sont égaux, mais X,—X, et 
et x? — x sont semblables. Cette définition admise, 
lorsque l’on connaît la valeur numériqued’une de ces fonc- 
ons, on peut en déduire la valeur numérique des fonc- 
tions semblables. M. Hermite en a donné une démonstra- 
üon plus simple que celle qu'on dit ici (Vouvelles 
Annales, t. 1, p. 329); mais il n’a pas discuté les cas 
exceptionnels, d’ailleurs très-faciles, où certaine équation 
a des racines égales. | 

Le théorème subsiste encore lorsque les fonctions ne 
sont pas semblables; on le ramène facilement au cas où 
les fonctions sont semblables (p. 161); ainsi, étant don- 
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née la valeur d’une fonction des racines, on peut trou- 
ver une racine. 

12° Lecon (163-170). Applications numériques qui 
facilitent l'intelligence de la leçon précédente et une nou- 
velle démonstration du théorème de Lagrange, par Gal- 
lois. 

13° Lecon (171-189). Equations binômes ; théorie des 
racines primitives, créée par Euler ; manière de les trou- 
ver et leur nombre, application du principe de M. Sturm 
à l'équation 


V,+Vi +. + +<V, +: =o 


ou 
I 
V = 4" ae 2" : 
faisant 
I 
À om tue M VE 
x 4 
ON à 
(1) J V, 73 ve, SA AR 2e 


V, est une fonction de z. 

A l'inspection de cette relation, on voit : 1° que les V 
forment une série récurrente, dont l’échelle de relation 
est Z1, — 13 2° qu'on peut appliquer à ces foncüons V 
les mèmes raisonnements qui servent à opérer la sépara- 
tion des racines dans le théorème de M. Sturm. Faisant 
successivement 

ES — 1 
d’où 


Pr DL li. jOOÙ z— 9, 


on trouve que l’équation V, = o a y racines réelles com- 
# L1 
prises entre + 2 et — 2. 
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Posons 
= Vi+ Vi +. HV HV +1. 


U, est une fonction du degré » en z; on a la relation 


U, = zU,_; — UD; 


et l’on conclut que l'équation Ui — 1 a y racines réelles 
comprises entre — 2et 2: 

Toutes les fois que la relation (1) existe, le principe de 
M. Sturm est applicable. 

14° Lecon (190-200). Roule encore sur les fonctions 
V, et U, de la leçon précédente; donne les équations dif- 
férentielles linéaires du deuxième ordre auxquelles ces 
fonctions satisfont. On déduit de ces équations les expres- 
sions développées de ces fonctions, et aussi les dévelop- 

sin 724 





peménts de cos za et de en fonction de cosa. On 


ne mentionne pas les relations de ces fonctions avec les 
séries récurrentes. 

15° Lecon (201-217). Résolution ‘de l'équation géné- 
rale du troisième degré. Hudde, Lagrange, Fschirnhaus, 
Euler. 

16° Lecon (218-232). C’est une suite. Équations du 
troisième degré dont deux racines peuvent s'exprimer 
rationnellement en fonction de la troisième. On regrette 
que l’auteur, au lieu de s'attacher à un cas particulier, 
n'ait pas donné la théorie de M. Hill, généralisée par 
M. Minding, et où l’on démontre que les raeines d’une 
équation algébrique quelconque sont liées cyclique- 
ment les unes aux autres (Vouvelles Annales, 1. NI, 
p- 443), et l’on parvient facilement et d’une manière di- 
recte aux équations (7), (8}, (9) ; (10) qu'on obtient ici 
assez péniblement (voir Nouvelles Annales, tome VIT, 


p. 446). ü 
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M. Vincent a démontré que la méthode de Lagrange 
(fractions continues) pour la résolution numérique des 
équations amène nécessairement à la séparation des ra- 
cines ; ohservation très-importante et qui aurait fait une 
grande sensation, si le théorème de M. Sturm n'avait pas 


déja subsisté (1832) (Journal de M. Liouville, tome T, 


5 


page 341, 1836). Faisant l'application à l'équation 
Æ° — 1T+7= 0; 


le perspicace auteur remarque que les trois fractions con- 
tinues sont terminées par les mêmes quotients, et il ajoute: 
« Cette propriété mériterait peut-être un examen spécial.» 
M. Lobbato , géomètre hollandais, a fait cetexamen (Jour- 
nal de M. Liouville, 1. IX, p. 197, 1844) et démontre 
que toutes les équations du troisième degré qui ont cette 
forme 


A': 





34 +AtHi DÉAS ENS ADELENS A -ÉNT 


X° — Æ + ———— — 0 


A" 
jouissent de cette propriété. À est un nombre enter quel- 
conque et À” un diviseur quelconque de A? + À + 1; 
faisant 
A 4 Afin" 


? 
on trouve l'équation particulière 


AE Lt 90. 


Ce beau résultat, corrige en quelques points, termine 
la leçon , et dans la Note VIT (p. 476), M. Serret établit 
avec une extrême sagacité qu'on rencontre cegenre d’équa- 
tions parmi celles dont le quantième du degré est divisible 
par 2 ou par 3 et qui sont irréductibles ; indique le moyen 
de former ces équations. La division du cercle en sept ou 
neuf partes égales conduit à une telle équation du roi 
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sième degré, et la division du cercle en quinze parties 
égales, à une équation analogue du quatrième degré. 
C’est un des plus beaux produits analytiques que l’auteur 
a consigné dans le Journal de M. Liouville, tome XV. 

17° Leçon (233-243). Résolution générale de l’équa- 
tion générale du quatrième degré. Ferrari, Lagrange, 
Descartes, Tschirnhaus et Euler. ; 

18° Lecon (244-262). Traitée d'après Lagrange. De la 
résolution des équations dont le degré est un nombre pre- 
mier ou dont le degré est un nombre composé, d’après la 
Note XIII du Traité de la résolution des équations nu- 
mériques, exposée avec une grande clarté. 

19° et 20° Lecons (263-276, 275-288). En permutant 
les deux lettres a et b dans (a — b)°, on obtient deux 
formes et une seule valeur; en permutant les trois lettres 
a, b, c dans l'expression (a + &«b + &°c)° oùærest ra- 
cine de l'équation 


QU a I = 0, 


on obtient six formes et deux valeurs; en permutant les 
quatre lettres a, b, c, d dans l'expression (a+b—c—d}?, 
on obtient six formes et trois valeurs. Nous'avons vu ci- 
dessus que la question est de savoir comment on peut 
former des fonctions qui aient un nombre donné de va- 
leurs. Deux leçons roulent sur ceite question qu'on est 
bien loin de savoir résoudre généralément. Nous devons 
nous contenter de transcrire les théorèmes qu’on est par- 
venu à établir, sauf à en donner ailleurs les démonstra- 
tions. | | 

4. Le nombre des valeurs d’une fonction de » lettres 
est toujours un diviseur de 7!. (LAcrANGE.) 

2. Une fonction de cinq lettres ne peut jamais avoir 
ni trois valeurs, ni quatre valeurs. (Rurrinie) 
3. p étant le plus grand nombre premier divisant n, 
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si une fonction de 7 lettres a moins de p valeurs, elle 
ne peut en avoir plus de deux. (Caucay.) 

4. Si une fonction de six lettres a moins de six valeurs, 
elle ne peut en avoir plus de deux. (Caucxv.) 

5. Si une fonction de » lettres a n valeurs, elle est sy- 
métrique par rapport à z — 1 lettres. (Azez.) 

6. Sin > 7ets'il y a au moins un nombre premier p 


e a L2 { . » 
compris entre 7 —2 et LS alors si une fonction de 7 


LL 
lettres a moins de z valeurs, elle ne peut en avoir plus 
de deux. (BErTrAnD.) 
1. Sin > 7ets'il n’y a aucun nombre premier entre 


7t L] L] LL 
n—2et—, alors si une fonction de » lettres a moins de 


n valeurs, elle ne peut en avoir plus de deux. 
8. Si une fonction de » lettres a plus de z valeurs, nr 
étant plus grand que 9, elle en a au moins 2n. 
(BERTRAND...) 
9. Lorsque n > 7, il y a au moins un nombre pre- 


. 7 
mier entre ñ — 2 et (Tcnesrouer.) 


Ce théorème estl'objet dela Note XV (p.582). 

La démonstration est fondée sur la relation suivante : 
Soit T (z) la somme des logarithmes népériens de tous 
les nombres entiers qui ne surpassent pas z, et 0 (z) la 
somme de tous les nombres premiers qui ne surpassent 


a . 


pas z. Faisons | 
ÿ(z) = 0(z) + 0(27) +0 (zi) + 0 (25) +...; 


lai série se prolonee jusqu’au terme qui devient zéro, alors 


“on a. A te 
(= ) +4 (2) +0(5) +400) 


"+ 
Cette relation importante a été publiée en France par 
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M. de Polignac, avant que le travail de M. de Tehebichef 
y fût connu (*). 

21° Lecon (289-298). Classification des fonctions ; dé- 
monstrauon de l'impossibilité de résoudre les équations 
supérieures au quatrième degré. 

22° Lecon (290-309). Quatre opérations : 1° addition 
et soustraction ; 2° multiplication. 

Cette leçon et la. suivante sont tirées des articles de 
Wantzel, insérés dans les Vouvelles Annales, 1. II, 
p- 1197, t. UT, p. 325, t. IV, p. 59. A partir de la page 35 
on copie même textuellement ce journal sans le nommer. 
La dichotomie abélienne des fonctions est clairement ex- 
posée; nons y reviendrons. 

23° et 24° Lecons (310-324, 325-342). Théorie des 
congruences et des racines primitives et des nombres 
complexes (imaginaires de Gallois). 

25° Lecon (343-370). Les commencements de la 
25° leçon se trouvent aussi dans les Vouvelles Annales 
(t. IIT, p. 204, 214, 337) et plus simplement, parce 
qu'on y fait usage de la notation leïbnitzienne. Nous 
nous proposons de donner, à laide de la même notation, 
les résultats importants renfermés dans ces trois leçons 
et nous croyons avec avantage. 

26° et 27° Lecons (371-383, 384-400). Les sections 4°, 
‘et 6° des Disquisitiones contiennent le germe et le point 
de départ de tous les travaux arithmologiques du 
xix* siècle; de même, la 9° section de cette immortelle 
production contient le germe et le point de départ de tous 
les travaux sur la théorie des équations et principalement 


ceux de Gallois et d’Abel qui forment la matière derces” 
deux leçons. L’illustre géomètre de Gottingue a montré 


(*) M. de Polignac, officier d'artillerie devant Sébastopol, a rencontré 
dans une entrevue parlementaire le frère de M. de Tchebichef, officier de 
la même arme dans Sébastopol. 


+ 1 
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que l'équation irréducuble =0 (p nombre pre- 
HA 4 ——— 





mier) jouit de la propriété que chaque racine est une 
fonction rationnelle de l’une quelconque des autres; et 
que les radicaux qui entrent dans l'expression des racines 
ont pour indices un des facteurs premiers de p — 1. Abel 
a généralisé cette expression et l’a étendue à des équations 
irréductibles de degré quelconque. Maïntenant ces tra- 
vaux sont arriérés, étant tous compris et rectifiés dans le 
supérbe Mémoire de M. Léopold Kronecker. La traduc- 
tion du résumé de ces recherches fait par le profond ana- 
lyste lui-même est contenue dans la Note XII (p. 560). 

M. Serret.a aussi enrichi son ouvrage de la traduction 
d'un Mémoire géométrico-algébrique de M. Otto Hesse, 
le célèbre disciple de Jacobi. Les courbes du troisième 
degré ont neuf points d’inflexion, dont trois réels et tou- 
jours en ligne droite (Maclaurin). Ces points dépendent 
d’une équation du neuvième degré que M. Otto Hesse dé- 
montre être toujours résoluble algébriquement. 

28° Lecon (400-414). C’est la 7° section des Disquisi- 
tiones sur. la division de la circonférence. On donne une 
construction géométrique du polygone de dix-sept côtés. 
Dans le Journal de Crelle (t. XXIV, p. 251), M. Siaudt | 
indique une construction qui serait la plus simple de 
toutes , étant analogue à celle du pentagone, si des fautes 
typographiques ne la rendaient inintelligible ; il estextrè- 
mement à désirer que le savant géomètre veuille indiquer 
_ les corrections qui sont urgentes, vu l'absence de figures 
(Nouvelles Annales, 1. XI, p. 390). 

29° Lecon (415-423). Traite de la formule de La- 
grange pour développer z en série ordonnée suivant la 
puissance de & au moyen de l’équation 


z=x+tf(z), 


z se réduisant à x lorsque t — 0, et l’on en. donne l’ap- 


(fu) 
plication à l'équation 


Z—= XX H tz". 


w 


S 


M. Serret adopte la démonstfation de M. Duhamel (Cours 
de Mécanique). On nous a communiqué une autre dé- 
monstration encore plus simple et qui montre en même 
temps que la série ne s'applique qu’à la plus petite ra- 
cine. 


30° et dernière Lecon (424-430). Solution d’une ques- 
uon de calcul aux différences partielles indétérminées qui 
se rattache à la représentation géométrique des fonctions 
elliptiques et abéliennes. On à l'équation 


e? dz? 


dx! PRE Te 
PONT (a —aNte— api 


il faut trouver pour x et y des fonctions réelles ét ration- 
nelles de z qui ne deviennent pas infinies pour 
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c est une constante réelle et a et « sont deux constantes 
imaginaires conjuguées. Cette belle solution, qu'on doit 
à M.J. Serret, a obtenu les honneurs de l’impression 
dans le tome XI des Savants étrangers. 

La longue analyse que nous venons de faire de, cet ou- 
vrage ne donne pourtant qu'une idée incomplète.de son 
mérite, des qualités qui y brillent, des richesses qui y 
sont étalées. Lorsque des hommes puissants dans le 
monde , ennemis de tout idéal, veulent faire reléguer : 
dans la région d’inutiles chimères les travaux des La- 
grange, Laplace, Legendre, etc., de tous nos illustres 
analystes ; lorsque, dans une autre sphère, des écrivains 
diversement passionnés s’efforcent de démolir Corneille , 
Racine, Voltaire, nos ‘plus illustres géniesilittéraires: 
quoique de tels efforts ne puissent inspirer de craintes 


( 415 ). 


! plus sérieuses qu'on n'en aurait pour la statuede Napoléon 


si un essaim de fourmis s’avisaient de creuser,sous la co- 
lonne de la place Vendôme, néanmoins , il est agréable, 
il est consolant de rencontrer des hommes de talent qui 
consolident , illustrent les productions des grands maîtrês 
et marchent sur leurs traces. Puisse M. J. Serret nous 
gratifier de nouvelles lecons ; il rencontrera toujours dans 
le publie géomètre un auditoire attentif et reconnaissant. 


SOLUTION DE LA QUESTION 297 


(voir t, XIV, p.117); 
Par M. POUDRA, 


Chef d’escadron d’état-major en retraite. 





On demande de déterminer un triangle ABC, connais- 
sant une hauteur BP, une bissectrice Cc et une médiane 
Aa: chacune de ces droites partant d’un sommet diffé- 
rent. 

Prenons arbitrairement un des sommets À sur la 
droite MN, direction de AC. Le sommet B se trouvera sur 
une parallèle PQ à MN à distance Bb. 

2°, Le point a étant le milieu du côté BC, il est aussi 
le milieu de Ad, d étant le point de rencontre de Aa et 
de PQ, et comme A a est donné, il s'ensuit qu'on con- 
naît det, par suite, le point a. 

3°, Si par a milieu de BC on mène une parallèle à la 
bissectrice Ce, la longueur de cette droite comprise en- 


; L Ce ; 
tre a et la droite BA égale mr à donc, le point » de la 
droite BA est'sur une circonférence décrite de &a comme 


1 
centre vec un ravon am —= - Cc. 
z ù 2 
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4°. Si l’on prolonge am jusqu’en f à sa rencontre avec 
PQ , on aura nécessairement 


7 ='bU: nié 


# 


Si donc, sur PQ, on prend une suite infinie de points 
tels que Bet qu’on les joigne à À ; puis, que de tous ces 
points on porie sur PQ, à gauche ét à droite de chacun 
d’eux, leur distance respective au point a et qu’on joigne 
ces points, tels que f, ainsi obtenus avec a, on aura par 
cette construction les points O d’intersections des droites 
respectives des deux faisceaux dont les sommets sont A 
et a. Le lieu de ces points O est une courbe du troisième 
ordre ayant plusieurs branches , un point double en a et 
passant par À. Cette courbe coupera la circonférence en 
des points m, n/, alors le triangle ABC est déterminé. 

Une courbe du troisième ordre peut être rencontrée par 
une circonférence en six points. Comme le centre du 
cercle est un point de la courbe , il y aura nécessairement 
au moins deux solutions réelles. 





| 


GRAND CONCOURS DE 1855 


(voir t. XIII, p. 296, et 358). 





CLASSE DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 
(PRIX D'HONNEUR). 


Des formules d’interpolation et de leurs applications. 
Résoudre l'équation 


1,3tangæ — çot (45 + :) 210 , 314208 


Observation. Si le grand concours a pour but de dé- 
couvrir quels sont, parmi les élèves , Iles meilleurs calcu- 
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lateurs, la question est bien choisie ; il n’en est plus de 
mème si le but est de découvrir les meilleures intelligen- 
ces. C’est un fait d'expérience que l'aptitude pour les 
méditations mathématiques et l'aptitude pour les calculs 
numériques sont rarement réunies. D'ailleurs le mérite 
d’un calcul, c’est l'exactitude. Les dispositions fiévreuses 
d’un grand concours laissent-elles subsister le calme, le 
sang-froid nécessaires pour obtenir cette exactitude? La 
transposition d’un seul chiffre peut faire passer du pre- 
mier au dernier rang. 


Physique et Chinire. 


1°, Proportions chimiques. Données sur lesquelles 
cette théorie repose. Construction et emploi de la Table 
des proportions chimiques. 

2°. Un morceau d’or pèse 3 kilogrammes dans le vide. 
On demande la valeur des poids apparents qu'on lui 
trouve en le pesant d’abord dans l'air, puis dans l’eau, 
comme si l’on voulait en déterminer le poids spécifique. 
On admettra que, dans les conditions de l’expérience, le 
poids d’un litre d’air est 1%,293, celui d’un litre d’eau 
1 kilogramme, enfin celui d’un litre d’or 19*,5. Enfin, 
on supposera que les poids employés sont en laiton de 
pesanteur spécifique 8,4. 


CLASSE DE LOGIQUE (SECTION DES SCIENCES ). 
Mathématiques 


Exposer la théorie de la racine carrée en prenant pour 
exemple le nombre 755161.— Comment obtiendrait-on à 
0,001 près celle du nombre décimal 0,78614 ? 

On connaît l’angle du sommet d’un triangle, la hau- 


| » (416) 
teur du triangle et la longueur de la ligne qui joint le 
sommet au milieu du côté opposé. On propose de cons 


Des 


« AT 


struire le triangle. + 
Dans un quadrilatère dont deux angles opposés sont 
droits, on donne les deux côtés qui comprennent l’un des 
deux autres angles. Avec cet angle, trouver les deux au- 
tres côtés et Les deux RE EE es 
Observation. Bonnes questions. … Le 





Sciences. physiques 


Densités des solides, des liquides et des gaz: Moyens 
employés pour les déterminer. 

On veut construire un aérostat So d’ dt 
1250 kilogrammes avec une force ascensionnelle de 10'ki- 
logrammes. On demande quel devra être son volume : 

° pour le cas où l’on se servirait d'hydrogène pour le 
remplir; 2° pour le cas où l’on emploierait du gaz de lé- 
clairage d’une densité de 0,408. On négligera dans le cal- 
cul le volume de l’enveloppe et celui de la nacelle. On 
cherchera de plus, dans l’hypothèse où l’on se servirait 
d'hydrogène, combien il faut employer de fer ou de zinc 
et d'acide sulfurique pour produire ce gaz, et combien il 
en résultera de sulfate deifer ou de zine. 


Histoire naturelle: 


De la division du règne animal er quatre embranche- 
ments. & 
De la fleur. HER + 

Observation. De omnibus aliquid, «le toto nihil : ré- 
sultat certain de tout enseignement encyclopédique. 
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CLASSE DE LOGIQUE (SECTION DES LETTRES ). 


74 athématiques. 


1°. Exposer les diverses propositions au moyen des- 
quelles on démontre quelle est la mesure d’un parallélo- 
gramme quelconque. 

2°, Démontrer que si sur trois côtés d’un triangle, con- 
sidérés comme diamètre, on décrit trois circonférences, 
celles-ci se coupent deux à deux sur les côtés même du 
triangle, prolongés s’il Le faut. Discussion. 

3°. On a deux payements à efféctuer: l’un de 10000 fr. 
au bout de quatre ans six mois, l’autre de 30000 francs 
au bout de cinq ans huit mois. On voudrait s'acquitter en 
une fois au moyen d’un payementde 40000 francs. On de- 


mande à quelle époque il devra s’effectuer, l'intérêt est 
simple et le taux 4,50 pour 100. 


Physique. 


Exposer les diverses expériences au moyen desquelles 
on démontre que la lumière blanche est composée de 
rayons distincts les uns des autres par leur couleur et leur 
réfrangibilité. 

On donne un récipient de 3 litres de capacité ; on y in- 
troduit 2 litres d'hydrogène à la pression de 1,30, 1 litre 
d'acide carbonique à la pression de 0",25, 3 litres d’a- 
zote à la pression de 0",25. On demande quelle sera la 
pression finale du mélange. 


Dissertation latine. 
Justitiam sine caritate perfectam esse noï posse. 


CLASSE DE RHÉTORIQUE (SECTION DES SCIENCES). 
Mathématiques. 


Etant donnée une parabole, démontrer que si l’on joint 
deux points M et M’ de la courbe, et qu’on prolonge jus- 
Ann. de Mathémat., t. XIV.( Novembre 1855.) 27 
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qu'à la rencontre de la directrice, la ligne qui joint ce 
point de rencontre au foyer divise en deux parties égales 
l'angle formé par l’un des rayons vecteurs, et par le pro- 
longement de lPautre. 

Décrire le mouvement apparent du Soleil dans le cours 
d’une année, et examiner les phénomènes relatifs à ee 
mouvement. 


Ob servation. La propriété géométrique énoncée SRE : 


tüent à une conique quelconque. 


Mécanique. 


1°. De l’eau considérée comme moteur. 

Déterminer la quantité de travail moteur fourni par 
une chute d’eau, après avoir exposé les principes sur les- 
quels repose cette détermination. Évaluer la force trouvée 
en chevaux-vapeur. 

2°. Parmi les récepteurs hydrauliques, examiner en 
particulier la roue en dessous à aubes planes, la rouéen 
dessous à aubes courbes et la roue à angles. Les conrpañer 
les unes avec les autres. 


Histoire naturelle. 


De la digestion. Des organes qui servent: à cette fonc- 
tion et de leurs principales modifications chez les mam- 
mifères. 

Du fruit et de ses principales modifications. 

Des terraïns tertiaires et des corps organisés, animaux 
et végétaux, qui les caractérisent... do 7 


Observation. C’est à des ÉDRNIENS à des jeunes 
gens de seize à dix-huit ans qu'on adresse ce 1ohu-bohu 
de questions scientifiques! Æisum teneatis, cxnietf 


. 


.:, à 


s NOM 
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CLASSE DE SECONDE (SECTION DES SCIENCES ). 
Mathématiques. 


Mesurer le volume engendré par un triangle tournant 
autour d’un axe mené dans son plan par un de ses som- 
mets. Déduire de là le volume du secteur sphérique, et, 
par suite, de la sphère. 

Par l’une des arêtes d’un tétraèdre donné, mener un 
lan qui divise l’arète opposée en deux parties propor- 
onnelles aux aires des faces dont l’arête commune ést 
le par laquelle on doit mener le plan. 

Quelle est la droite qui partant d’un sommet d’un té- 
èdre rencontre la base en un point tel, qu'en le consi- 
ant comme le sommet commun de trois triangles 
nt pour bases les trois côtés de cette base, les aires 
ces triangles soient proportionnels aux aires des 


SE 


ÉCOLE POLYTECHNIQUE. 
CONCOURS D'ADMISSION EN 1855 (Paris). 


ÿ 
COMPOSITIONS ÉCRITES. 


Mathématiques. 
1° série. On donne l'équation 
x? + Sa En Ad —— a? à 


ouver les droites situées sur cette surface, l’intersec- 
on des plans passant par ces droites avec la surface. 


27. 
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2° série. 


æ = tangx. 


Démontrer que cette équation a une infinité de racines. 
Calculer la plus petite racine positive à un dix-millième 
près. ; 

3° série. Trouver les quatre points d’intersection d’une 
ellipse et d’une hyperbole qui ont un foyer commun F et 
dont les centres sont respectivement O et O’. On donne 
l'angle OFO' = d; les deux demi-axes a et b de l’ellipse; 
a’ et b’ de l’hyperbole. Faire le calcul dans le cas où 
d'= 1200 20 — 108 0 17, a 24 br 


" Physique et Chinue. 


1° série. Loi de Mariotte; dans quelle limite elle doit 
être acceptée. 

2° série. De l'azote. Ses propriétés; ses combinaisons 
avec l'oxygène ; gaz qui en résultent; analyse de ces gaz; 
rapports entre les poids et les volumes. Déterminer Pé- 
quivalent de l’azote. 

3° série. Démontrer expérimentalement les loïs d’at- 
traction ou de répulsion des fluides électriques et des flui- 
des magnétiques. Comparer les méthodes employées dans 
les deux cas. Faire ressortir les analogies et les différen- 
ces des deux problèmes. Indiquer les degrés de précision 
des expériences à ce sujet. 


£ 
Épures. 


1° série. Intersection d’un cylindre et d’un tétraèdre. 
2° série. Données : Un tétraèdre régulier de 0”,12 de 
côté reposant sur une de ses faces sur le plan horizontal 
de projection. Aucun des côtés de la base n’est parallèle 
ni perpendiculaire à la ligne de terre; le tétraèdre est 
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placé de manière que les projections de ses trois arêtes 
soient visibles sur le plan vertical de projection. 

2°, Une (sic) ellipsoïde de révolution : L’axe de révo- 
lution est vertical et porté à une distance de 0",025 du 
sommet du tétraèdre dans un plan faisant un angle de 
4> degrés avec celui de projection. Le centre de lellip- 
soïde est à 0",6 au-dessus du plan horizontal. Les deux 
demi-axes de la méridienne ont respectivement 0,05 et 
0,03 de longueur ; le grand axe est vertical. 

Il faut : 1° construire la projection du corps formé par 
l’ensemble de ces deux solides sur chacun des plans de 
projection horizontale et verticale placé comme il est in- 
diqué ci-dessus; 2° construire la tangente au point où se 
rencontrent deux des coupes d’intersection déterminées 
dans l’ellipsoïde par les faces du tétraèdre, puis les tan- 
gentes horizontales de ces mêmes courbes. 

3° série. Données : 

1°, Même tétraèdre que dans la 2° série. 

2%, Un (sic) ellipsoïde dont les trois demi-axes sont 
respectivement 0",03, 0,04, 0,05 de longueur : celui 
de 0” ,03 est vertical, celui de 0",04 est perpendiculaire 
au plan vertical de projection. Le centre de l’ellipsoïde 
est placé sur la verticale abaissée du sommet du tétraèdre 
à 0° ,4 du plan horizontal. 

Il s’agit de faire les mêmes constructions que pour la 
deuxième série. 

Nota. On fera bien de faire emploi des sections circu- 
laires. 


Mécanique. 


1'° série. Etant donnés un cercle et une droite BB' tan- 
gente, on fait mouvoir la droite de telle manière que le 
point de contact À parcoure le cercle d’un mouvement 
uniforme en 8 secondes, en mème temps que la droite 
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tourne autour du point À d’un mouvement uniforme en 
4 secondes. Le point B' est à une distance de 1 mètre du 
point À. On demande quelle sera la vitesse du point B' 
au bout de 3 secondes. 

2° série. Démontrer les lois du mouvement par les 
expériences. Etant donnée une droite homogène d’une 
dimension transversale très-petite; étant donnés deux 
plans , l’un vertical, l’autre horizontal, dont l’intersec- 
tion est perpendiculaire au plan vertical, on demande 
quelle est la position maximum que prendra la droite 
appuyée sur les deux plans pour ne pas glisser. Les plans 
sont homogènes et de même matière; le coefficient de 
frottement de la droite avec les plans est égal à ro de- 
gré s. 

3° série. On demande l'équilibre d’un corps pesant sur 
un plan incliné, dans le cas où ce corps est simplement 
soumis à la pesanteur et au frottement du plan, 


Calcul d’un triangle. 


1" série. 

A 1202 67,8; 
B— 69.8.38;7, 
DS 00 10728 
Bi 2710070: 


A 


Calculer en mètres les côtés de ce triangle sphérique. 


2° série. 
AN J00 
B :=:120°; 
Cr 90 50% 
R = 295",214 . 


Trouver la surface. 
3° série. On donne les côtés a, b, c d’un triangle sphé- 
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rique et le rayon R de la sphère, savoir : 
ant. 284, 

b— 94",998, 


é110%740, 
R = 442,488. 


On démande de résoudre le triangle et de calculer sa sur- 
face en mètres carrés. 


Dessin. 


Les trois séries. Une académie. 


Lavis à l’encre de Chine. 


Les trois séries. Un chapiteau. 


Composition francaise. 


1° série. Apprécier Bossuet et ses oraisons funèbres. 

2° série. Corneille. Appréciation de ses tragédies au 
point de vue de la moralité. 

3° série. Donner une idée de la première représenta- 
tion des Perses d'Eschyle, à Athènes, huit ans après la 
deuxième guerre médique. 


Thème allemand. 


Les trois séries. Treize lignes pour chaque série. 

. Observations. Les questions devraient présenter à peu 
près mème degré de difhculté pour les trois séries; il s’en 
faut de beaucoup qu'il en sbit ainsi. La première série a 
généralement les questions les plus faciles. Cela n’est pas 
juste. | 

On a reproché aux anciens examens de présenter trop 
de difficultés mathématiques. On y a remédié en triplant 
les dificuliés, mais les transportant sur la physique , sur 
la chimie, l’art graphique et les langues. Où est l’allége- 
ment? Les candidats entrant à l'Ecole devant ê re des 

Pic de la Mirandole, que seront-ils en sortant? 


( 424) 
Vers la fin du livre J* des Géorgiques, Virgile peint : 
un laboureur stupéfait d’admiration en découvrant des 


ossements gigantesques dans un ancien champ de bataille 
des Romains : 


Grandiaque effosis mirabitur ossa sepulcris. 


De même, sæculis volventibus, la postérité lisant un 
Jour nos Programmes, exclamera : Quels torrents de 
science coulaïent chez ce peuple phénix où, rien que pour 
se préparer à certaines études, les jeunes gens devaient 
être munis de tant d'instruction sur toutes les parties des 
connaissances humaines, dissertaient de omni re scibili! 
Lisant ensuite que ce même peuple ajoutait foi aux ba- 
guettes, aux tables, aux somnambules divinatoires , etc., 
les érudits, jamais embarrassés, ne manqueront pas de 
découvrir que deux peuples différents, l’un très-savant, 
l’autre très-ignorant, portaient le même nom, et au be- 
soin donneront les raisons de cette homonymie, 





ÉCOLE IMPÉRIALE SPÉCIALE MILITAIRE DE SAINT-CYR, 
CONCOURS D’ADMISSION EN 1855. 





COMPOSITIONS ÉCRITES. 
Mathématiques , 


1"° série. Dans un quadrilatère plan ABCD, on donne 


AB —428",74, 
DAB =102°% 51 43,9, 
CAB = 48.42.38,6, 
GBA == 1802 10,4, 
DBA:= #42 T0 014 :6. 


Calculer la distance des deux points inaccessibles C et D, 
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2° série. Mème question. 


AB — 619",64, 
DAB — 104°28/ 56”,4, 
CAB — 41.30.24,17, 
CBA — 87.41.17,6, 
DBA — 43.11.19,0, 


Épures. 


Les deux séries. À — tronc de prisme quadrangulaire 
reposant sur le plan horizontal de projection ; 
B = tronc de prisme quadrangulaire posé sur À ; 
C = parallélipipède rectangle posé sur B. 
On donne les dimensions en mètres des trois corps et 
leurs positions; il faut construire le plan, l'élévation et 
la coupe du système des trois corps. 








SUR LE PROBLÈME DE HALLEY 


(voir p. 263) ; 


Par M. HOUSEL, 


Professeur. 





Le théorème de Nicollic peut s’énoncer de la manière 
suivante : ? 

Étant donnés trois points d’une conique et l’un de ses 
foyers , de ce foyer comme centre et d’un rayon quelcon- 
que décrivez une circonférence sur laquelle les rayons 
vecteurs determineront trois cordes correspondant aux 
côtés du triangle formés par les points donnés. 

Joignez le foyer au milieu d’une des cordes de la co- 
nique; cette médiane coupera la corde correspondante 
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du cercle en un certain point, duquel vous abaïsserez üne 
perpendiculaire sur la corde de la conique; faites la 
même construction pour les deux autres cordes , les trois 
perpendiculaires concourront en un même point qui sera 
sur l’axe focal. 

La distance de ce point au foyer sera égale au rayon 
du cercle multiplié par le rapport d’excentricité de la 
conique. 

Nous allons démontrer ce théorème en renversant l’é- 
noncé et chercher le point où la perpendiculaire, menée 
comme on vient de l'indiquer sur une corde de la coni- 
que, rencontre l’axe focal. 

Soient F le foyer et M , M' deux points de la conique ; 





du centre F et du rayon .r décrivons un cercle qui ren- 
contre FM en m et FM'en m!'; joignons F au milieu N 
de MM: cette droite EN coupe nm’ en n ; enfin du point 
n abaïssons sur MM’ la perpendiculaire nP qui coupe 
en E l'axe focal: il s’agit de calculer FE. 

Le triangle FnE donne 


sinFrE 


PRÉC ET" 


mais soit N l'angle aigu PNF , on a 


snFrE=cosN, 
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et soit I le point où MM coupe l’axe focal, 


sinz EF = cosi. 
Ainsi 
Fz.cosN 
FE = —————— 
. cosi 
La courbe étant rapportée à ses coordonnées polaires, 
on pose 


EM—p, FM—p, MFE=v, MFE=—%’, 


et, par conséquent, 
MEM' = © —w; 
on a d’ailleurs les relations 


P / P 


PL —— ——— 1 p= ———": 
1 — € cos® 1 — € COSw 
Si l’on cherche à déterminer en général l’angle que 
font la base et la médiane d’un triangle, on aura 


ns 0e 


cos N PT Ge OR ER eee ee MR ME PURE De ere sms rene ennoe sacre 
Vp°+ p?+ 2pp'cos(w— w).Vp° + p°?— 2pp/coS(w—w) 


Ensuite, pour calculer F2, nous observerons que si 

» P , q , 
dans un triangle isocèle, on joint le sommet 7 à un point 
quelconque de la base, on a la relation 


vw 


ee 2 
En —=7r1=mn.m nr: 


Un autre théorème de géométrie fait voir que la base 
MM étant divisée en deux parties égales au point N, la 
corde mm" est divisée en raison inverse des côtés FM et 


FM, de sorte que 
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d’où l’on conclut 








: mm .p mm'.p’ 
A ETQ ss 77 mn = Par. 
P+P P+Pp 
et enfin 
ET KE 
mm 
mn.mn Rae 
(p+p') 


Mais, dans le cercle de rayon r,, la corde 
/ “4 I LI 
mm = 2rsin (0 — w), 
ce qui donne 
4pp' sin°= (w! —w) 
pp' sin ( 


(PSE) 


En = 7! I — 
ou bien 


Fi r Vo’ + p'? + a cos (w'— w) 
P+P 


? 


et l’on a pour première simplification 


FE PR a em ER 
cosI Vo + p?— 2pp"coS(w —w) 


Il faut actuellement calculer cos I. Le triangle FIM 
nous donne # 


FI sinFMI _sin(Il +o) 


ESS = "2 = cos —- sin o COLL. 
p sin Ï sin Ï 


De même 
—— » ! : ! 
— —= COS" + sinw COtI, 


d’où l’on tire 


f 


CE ee 
——— PSE» 4 . 


p  cosw + sinw” COtI 1 — e cos w’ 
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On en déduit 


sin w’ — sinw — esin (w —w) 





tang I — : 
COS © — COS 


Rat de 
cos = (o + o) ecos— (0 w) 


— 





CEE SRE 
sin (v w) 


et 





I 1 1 
“Ene : — 2 € COS (w"+ w) cos—(w" — w)+ e! cos’ (o'— w) 





es | 
sn (n H5) 


Cherchons à comparer cette valeur avec l'expression 





12 1 f\2 po I / 
V pHpi—2pp" cos (0 —0)— V4 (p—p}+4pp'sint=(o"—0). 


Remplaçant p et p' par leurs valeurs et réduisant, cette 
expression devient 





LR be 
2p Sin — (w'— w) 

DS Ve RAS 1—2 ecos — (w”+w) cos—(w/— w) + €? cos’ (w/—w)» 
(1—e cosw)(1 —e cosw') 2 AE 2 

ce-qui donne 

FE r (bp 2 As (1—ecosw') 
Et D ne FU ES 
2p sin — (o o)sin- (o w) 
Remplaçant encore p et p' par leurs valeurs, on a enfin 


FE = re. G:.:.0.7 Et De 


Il reste encore à faire voir que, si l’on prolonge mE 
jusqu'à une seconde rencontre du cercle en H , on aura la 
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relation 
mE MF 
HE MF 
F” étant le second foyer. 
D'abord nous connaissons dans le triangle mEF, 


Se 


mE =7r(1+e — 2e cosw). 


Nous connaissons aussi le produit mE.HE qui est égal au 
produit des parties du diamètre dirigé suivant EF; ces 
deux parties sont r— re et r + re, donc on a 


me.HE = r'(1— e°) 
et 
mE mE __1 + 6:—2ecosw 
HE 7?(1—e) 1— 6? 
Il faut donc prouver que 


I + 6e — 2e COSw 
MES. — 


I — €? 


est effectivement égal à 2a— p, c’est-à-dire au rayon 
vecteur correspondant. On peut metire le numérateur 
sous la forme | . 


2 — 26 COS® + €? — 1 = — —(1—e?), 


d'où | 





1 — €? 
Or 
2 ce? L 
RS NES de 1 CO NOR € 
ES 
d'où 
P 
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_et l’on trouve en effet 
MEF’=2a—p. 


La démonstration est faite pour l’ellipse, mais elle se- 
rait aussi facile pour l’hyperbole. 

Quant à la parabole, le point E est sur la circonfé- 
rence puisque € = 1. 


ss 


La courbe est maintenant parfaitement définie; en ef- 
fet la somme MF'-+ MF donne la quantité 2 a, et le rap- 
port connu 


FE KE GP 
a 


achève de tout déterminer. On voit donc que, si du cen- 
tre M et du rayon MF" que l’on vient de trouver, on dé- 
crivait une circonférence coupant l'axe focal en deux 
points, l’une des solutions serait fausse. 

Cependant, on sait que le problème a quatre solutions ; 
l'une peut être, suivant les circonstances, une ellipse, ou 
une parabole, ou bien une hyperbole dans laquelle les 
trois points donnés sont sur une même branche. Les trois 
autres sont trois hyperboles dans lesquelles deux des 
points donnés sont sur une branche et le troisième sur 
l’autre. Voici comment ces solutions peuvent se déduire 
de la construction précédente. 

Nous avons supposé jusqu à présent que les points M 
et m étaient du même côté des points F; maïs nous au- 
rions pu prendre, au lieu dem, l’autre extrémité du dia- 
mètre. En considérant de mème les autres points M'et 
M” de la conique, nous aurons enfin les trois autres 
points m,,m, et m" que l’on peut combiner entre eux 
ou avec les extrémités opposées m, met mm" 

Si l’on cherche à combiner ensemble #,, m°, etm", 
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on trouve un point E; placé sur le même axe FE à une 
distance FE, — FE; il est alors facile de voir que l’on 
retombe sur la courbe qu’on a déjà obtenue. 
Mais les trois combinaisons suivantes : 


! " 


Gniÿém's cm"), (mis im, ni EAN OMR PAT) 


donnent les trois hyperboles indiquées. 
Quant aux trois autres combinaisons : 
L {À { 
(msn, m'), (m', mu, mn). (Meme. AT 


{ 


elles donneraient encore ces trois mêmes hyperboles. 





Le theorème de Nicollic présente plusieurs conséquen- 
ces. D'abord, on en conclut, indépendamment de toutes 
considérations de coniques , que si, sur trois points M, 
M’,M”,onfait, avec un quatrième point F et un cercle 
de rayon quelconque, la construction indiquée , les trois 
perpendiculaires qu’elle donne se réuniront en un même 
point. | 

De plus, si deux des trois points pris sur la conique se 
réunissent en un seul, la sécante deviendra tangente, 
mais le point E ne changera pas et l’on aura toujours 


FE— re. 


On pourra donc réciproquement, en supposant la conique 
donnée, profiter de cette propriété pour mener une tan- 
gente par un point donné sur la courbe. 3 

Considérons d’abord l’ellipse; et comme le rayon du 
cercle est arbitraire, nous prendrons pour rayon 


FB—OA — a, 


Oétant le centre et B l’extrémité du petit axe : alors 


C 
Cr c: 
a 
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d’où résulte la construction suivante : 


Pour mener une tangente à l'ellipse par un point M 
pris, sur cette courbe, joignez M au foyer; de ce foyer 
comme centre, et avec FB — O À comme rayon, décrivez . 
une circonférence qui rencontre FM en m ; joignez Om 
et sur Om abaïssez du point M une perpendiculaire qui 
sera la tangente demandée. 


Les points M et m sont du même côté du foyer. Pour 
l'hyperbole, la construction est la même, seulement les 
points M et m sont des côtés opposés du foyer. 

Quant à la parabole, du foyer F comme centre, et d’un 
rayon quelconque, décrivez un cercle qui coupe l'axe 
en E du côté opposé à la directrice et le rayon vecteur 
FM en m; joignez Em, et sur Em abaissez du point M 
une perpendiculaire qui sera tangerite. 

Ici, comme pour l’ellipse, Met 77 sont du même côté 


de F. 
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SUR UN THÉORÈME ARITHMOLOGIQUE D'EULER 


Par M. Is. CHEVILLIER, 


Professeur au lycée de Reims. 


ee 


Euler, dans le n° 35 de la seconde partie de ses Élé- 
ments d * Algèbre, attire l’aitention du lecteur sur une 
propriété de la plus grande importance relativement à 
la nature des nombres. Si j'ai bien compris ce passage, 
la proposition dont il s’agit est la suivante : 

Si l’on peut trouver un nombre entier x tel, que 
mx — b divise mc + ab, la valeur correspondante de y 
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( 434 ) 
donnée par l'équation 
14 UT ab 


RP, A Ton | ÿA 





sera pareillement entière. 

En cherchant à démontrer cette proposition, j'ai trouvé 
qu’on ne peut affirmer que si #1: esi premuér avec le di- 
viseur mx — b = f. | 

En effet, l'équation ci-dessus donne en y remplaçant 
mx — b par f, | 
me + ab 

fi 
Le second mémbre est entier par hypothèse, c'est-à-dire 
que l expression af. mc + ab est divisible par F2 EME 


MY. = 4 


est aussi divisible par m, car elle peut s'écrire 


mc+a(f + b), 
et 
F + d 


nt 





CR 


est supposé entier, Si done #2 et. f sont penis entre 
eux, on peut affirmer que 


1 RC a me + a(f + b) b) 
None ART DEN OA 


est entier; sinon cette valeur de y peut biens ètre fraction- 


naire. 

Pour décider si ce défaut de généralité doit être 1m- 
pus aa PEOpOSIHON elle-même ou à ma démonstration, 
j'ai eu recours à des exemples numériques. 

out facteur premier commun à m2 et f devant diviser 
me+-ab, divisera nécessairement & ou b. Soient donc, par 
exemple 


m6, a 2, 1=3 6e, 
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on aura 
6o 


cp 6 HTC EU 


J'omets à dessein les simplifications. Les seuls diviseurs 
de 60 compris dans la formule 6x — 3 sont 3 et 15, et 
aucun d'eux, n’est premier avec 6. En donnant à x les 
2 
3 
et 1. On voit donc que m et f peuvent n'étre pas prenuers 


valeurs correspondantes 1 et 3, on trouve pour y, 3 


entre eux et que, si cetle circonstance 5e présente, Y 
pourra étre entier ou fractionnaire. 


mm 


SOLUTION DE LA QUESTION 505 


(voir page 117); 


Par M. Ervesr DE JONQUIÈRES, 


Lieutenant de vaisseau (*). 





Quesrion. Étant donnés dans le méme plan, de 
grandeur et de position, cing segments ab , ed, gh, ik, 
Im , construire une conique qui coupe LB rae segment 
harmoniquement en a’, b'; c', d'3 etc. 

Avant de résoudre cette question, proposons-nous Îa 
suivante qui sera un acheminement naturel vers celle 
dont il s’agit. 

1° ProBrème AuxizrAIRE, Étant donnés dans le méme 
plan quatre points à, Ê, y, d, et un segment fixe gh, 
décrire une conique qui passe par les quatre points et 
qui coupe gh harmoniquement. 

Supposons qu’on aît décrit le faisceau de coniques qui 
passent par les quatre points &, , y, d; chacune d’elles 








(*) Commandant la Lance. 


28. 
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coupera la droite indéfinie LgL' en deux points #, n! 
qui formeront involution avec les quatre points de ren- 
contre des côtés du quadrilatère «570 par la transversale 
(Géométrie supérieure, n° 656). Donc les points variä- 
bles 2, n° marqueront sur LE/ deux divisions homogra- 
phiques en involution (n° 236). Les points doubles e, f de 
ces deux divisions, lesquels sont déterminés au moyen du 
quadrilatère 450 , coupent harmoniquement tous les seg- 
ments nn", et par conséquent aussi le segment inconnu 
g'h} intercepté par la conique cherchée sur la transver- 
sale. Réciproquement, ce segment g’ A! divise harmoni- 
quement ef; d’ailleurs, il faut qu'il divise harmonique- 
ment le segment donné gh. Donc g’et' sont les points 
doubles de l’involution déterminée par les deux segments 
ef, gh (Géométrie supérieure, n°193). Il sera facile de 
les construire sans tracer aucune conique. Le problème 
est donc résolu, et l’on voit, de plus, qu'il n’admet 
qu'une seule solution. 

Actuellement supposons que les. points y, 0, au lieu 
d’être fixes sur la droïte indéfinie qui les joint , sy meu- 
vent en divisant toujours harmoniquement le segmentcd 
donné sur cette droite. Ils y marquéront deux divisions 
en involution. Si l’on fait passer par ces points, conju- 
gués deux à deux dans chacune de leurs positions succes- 
sives, et par les deux autres points fixes &, 6, la conique 
unique qui divise harmoniquement le segment. gh, on: 
formera un faisceau de coniques qui couperont la droite 
LL' en des points g’...,4!..9 formant deux divisions en 
involution dont les points doubles sont get À. Or,je. 
démontrerai (ci-après, afin de ne pas rompre le fil des 
idées) que des coniques qui ont deux points communs, 
et qui, en outre, divisent en involution deux droites. 
fixes, ont deux autres points communs (réels ou imagi- 
naires), et, par conséquent (Géométrie supérieure, 
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n° 743), divisent en involution une troisième droite quel- 
conque. Prenons zk pour cette troisième droite, et soient 
e', f' les points doubles des divisions en involution que 
les coniques y déterminent (il suffira de deux coniques 
d’essai ou de fausse position pour trouver ces points, et 
encore ne sera-t-il pas nécessaire de les tracer). Soient 1”, 
k' les deux points q@i divisent harmoniquement à la fois 
les deux segments 4 et e’ f'. Celle des coniques du fais- 
ceau qui nous occupe, qui passe par les points ' et f”, 
jouit de la propriété de passer par les deux points donnés 
æ, 5 et de diviser harmoniquement Îles trois segments 
donnés cd, gh, ik. Cecï est une conséquence évidente de 
ce qui précède. Cette conique est-unique ; comme dans le 
premier problème , elle est complétement déterminée et 
facile à construire. On a donc une solution de ce nouveau 
problème auxiliaire. 

2% PROBLÈME AUXILIAIRE. Par deux points donnés, 
Jaire passer une conique qui coupe hanmoniquenent 
trois segments donnés. 

Nous avons fait un nouveau pas vers la solution de la 
question proposée en éliminant deux-poinis fixes et in- 
troduisant deux segments de plus, Nous allons éliminer 
les deux autres points et les remplacer par les deux der- 
niers segments en suivant la même marche. 

Supposons done que les points &, 5 se meuveni sur la 


droite ab en ne cessant pas de: diviser harmoniquement 


le-segment ab, et, pour ‘chaque position de ces deux 


points, supposons qu'on ait décrit la conique qui ; pas- 


sant par eux, coupe harmoniquement les trois autres seg- 
ments cd, gh, ik (2° problème ci-dessus). On aura formé 
ainsi un faisceau de coniques qui marquent, sur chacune 
des quatre droites, deux divisions en involution, dont 
les points doubles sont respectivement a,b;c,d;g,h; 
1, k. Or je démontrerai plus loin que “+ coniques qui 
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satisfont à une telle condition sont circonscrites au même 
quadrilatère (réel ou imaginaire). Donc (Géométrie su- 
périeure, n° 145) une cinquième droite quelconque, /mpar 
exemple, est divisée par ces courbes en involution. 
Soient e”, f / les points doubles de ces divisions et soient 
l', m' les deux points qui divisent harmoniquement à la 
fois les deux segments e” f” et /m. Gelle des coniques du 
faisceau en question qui passe par les points //etm!, 
et il n’y en a encore qu'une, coupera aussi harmonique- 
ment les quatre autres segments donnés. Cette conique, 
facile à construire, est donc la conique demandée, et la 
question 298 est résolue. 

Il reste maintenant à donner la démonstration des deux 
théorèmes sur lesquels je me suis appuyé dans le courant 
du discours. | 

Démonstration du 1% théorème auxiliaire. Plu- 


sieurs coniques passent par deux points fixes a, betdi= 


visent harmoniquement deux droites données CD, GH; 
il faut prouver qu’elles sont toutes circonscrites à un 
même quadrilatère abeo. Soient 2, Z' déux de ces coni- 
ques , a, b, e, o leurs points communs, et supposons, 
s’il est possible, qu’une troisième conique Z” ne passe 
pas par les deux points (réels ou imaginaires) e, p. Soient 
7, 0, les points où 2” coupe la droite CD. Parmi 
toutes les coniques du faisceau circonserit au qua- 
drilatère abco, il en est une, Z/, qui passe par y'et d,, 
puisque la droite CD coupe les coniques Z,Z/, Zen six 
points en involution (Géom.sup.n° 743),et que, par hy- 
pothèse, les points y et d, intersection’ de Z/, sont emin- 
volution avec les quatre autres. Aïnsi les deux coni- 
ques 2”, 2" ont déjà en commun les quatre points: &, 
b, y, 9. Or le premier problème auxiliaire (voir sa 
conclusion) prouve que par quatre points donnés on 
ne peut mener qu'une seule conique qui coupe harmoni- 


1 
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quement un segment gh situé sur une autre droite GH, 
c'est-à-dire qui coupe cette droite en deux points faisant 
partie de l’involution dont g et sont les points doubles; 
d’ailleurs la conique 2” remplit cette condition de fait, 
et la conique 2” la remplit par hypothèse; donc Z7 et 2” 
se confondent et 2 /est circonscrite au quadrilatère ab eo. 

ed or.) 

Démonstration du 2° théorème. Plusieurs coniques 
2 , 2’, Z/,etc., divisent harmoniquement quatre droites 
données AB, CD, GH, IK ; il s’agit de prouver qu'elles 
sont circonscrites au même quadrilatère. Soient €, +, 
e',o' les points d’intersection des deux premières. Par 
ces points et par les deux points &,£6,où 2” rencontre 
AB, décrivons une conique 2°”; elle coupe les trois autres 
droites en des points qui sont en involution avec ceux 
où les coupent Z et 2’. Prouvons que Z” se confond avec 
2". Pour cela, soient y et d les points où 2” coupe la 
droite CD; si l’on prouvait que Z” passe par ces deux 
points, tout. serait démontré, à cause du théorème pré- 
cédent. 

Supposons donc, s’il est possible, que 2” coupe CD 
en deux points y’, d’ autres que y et d. Parmi l’infinité 
de coniques qui passent par les quatre pointsæ, 6,7, d 
il n’y en a qu’une (1° Problème) qui coupe la droite GH 
en deux points qui forment involution avec les quatre 
qui s’y trouvent marqués par les coniques Z, X/; cette 
conique doit donc être 2”; ais comme il ne reste plus 
rien d'arbitraire dans sa détermination, on n’est plus 
libre de la faire varier de manière à ce que, tout en rem- 
plissant les trois conditions déjà énoncées , elle puisse 
encore satisfaire à celle qu’impose la quatrième droiteIK. 
Cette dernière condition ne pourra done pas, en général, 
être remplie par 2”, tant que les points y’, d’ différe- 
ront de y et d. Or 2” y satisfait pur hypothèse; donc 
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les points 7,9 coïncident avec yet d, et Z/ seconfondavee 
2" qui remplit, de pe , toutes 1e conditions. an le 
théorème est démontré. 


La question 298 donne lieu corrélativement à la sui- 
vante : | ER 

Quesrion. Étant donnés dans le méme plan de gran- 
deur ‘et de position, cinq angles, construire une -coni- 
que dont les tangentes divisent chaque angle harmoni- 
guement. 

La solution serait évidemment corrélative de la précé- 
dente. | 








DÉMONSTRATION DES THÉORÈMES DE MICOLLIC 


(voir pages 263 et 425 ); 


Pan M. Ennesr DE JONQUIÈRES, 


Lieutenant de vaisseau. 





(Je conserve les notations des Nouvelles Annales) La 
conique et le cercle F, décrit du foyer donné comme 
centre, sont deux figures homologiques (Poncezer , Pro- 
priétés projectives, n° 453, p. 260 et 261, et Géométrie 
supérieure, n° 529). Le centre d’homologie est lé point 
F lui-même, et l'axe d’homologie ‘est la sécante com- 
mune (réelle ou idéale) des deux courbes. Cette sécante, 
ou axe de symptose, est évidemment perpendiculaire à 
l'axe focal. 

D'après cela, soientx, x’, x" les points de rencontre 
des corttes données A’ A’, AA", AA" avec leurs homo- 


logues aa’, a!'a", a!, a” respectivement. Ces trois 
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points sont sur l’axe d’homologie (Géométrie supérieure, 
n° 518) et le déterminent. Pour obtenir l’axe focal, il 
suflit donc d’abaisser sur xx” la perpendiculaire FP. 

Cette construction fort simple n’est pas celle qu’em- 
ploie Nicollic. Il divise les trois cordes du cercle, aux 
points B”, B”, B’, en segments inversement proportion- 
nels aux rayons vecteurs de la conique qui aboutissent 
aux extrémités de ces cordes. On voit d’abord aisément 
que ces points sont, respectivement , les homologues des 
points milieux des cordes de la conique; aïnsi, le rayon 
FB”, par exemple, coupe la corde AA en son mi- 
lieu 6/. En effet, sq x le point de concours des cordes 
homologues AA, a"a'. Les triangles x Aa, x Aa", 
coupés par la transversale FB/ G/, donnent les deux 
relations 

FA’ B'a! fx 
Fa'*B’x BA 


TD 


A : 

» 
FA” B’” a! B"x 
Fa” R” zr B” AU 


(Géométrie supérieure, n°352.) 
Egalant les premiers membres et. remarquant qu’on a, 






par construction, We 
GÉ: | AAtEe 4 | 
FA Ba 


il reste 
p” A’ = cu AS 


ce qui démontre la proposition énoncée. 
Actuellement, supposons qu'on mène une série de 
cordes parallèles à A/A”. Le lieu de leurs points milieux 
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B"” sera le diamètre de la conique conjugué à leur direc- 
tion. Donc le lieu des points homologues B/ sera aussi 
une ligne droite , passant par le point P, qui est, dans 
le cercle, le point homologue du centre O de la conique. 
Or je dis que cette droite BP est, de plus, perpendicu- 
laire sur A’ A”. En effet, soient T, T' les extrémités du 
diamètre conjugué à A'A! ; tett! les points homologues 
sur le cercle, et soit enfin Fr une parallèle à A’ A! me- 
née par le foyer F: Fr divise l’angle TFT/en deux par- 
ties égales, en vertu d’une propriété bien connue des 
coniques (Poncezer, Propriétés projectives, n° 461 ou 
469); done Fr est perpendiculaire sur la corde &t” du 
cercle. Maïs cette corde n’est autre chose que la droite 
BP, puisque les points £, £’ sont deux portions particu- 
lières du point B’. Donc enfin BP est perpendiculaire 
sur A’A/. C: OT 

Le point P, homologue du centre O de la conique, est 
un point fixe, indépendant de la corde A’ A7. Les droi- 
tes, lieux géométriques des points B’”’et B’, passent aussi 
par ce point, et sont respectivement perpendiculaires sur 
les cordes AA”, A” A"; tout cela d’après les raisonnements 
identiques à ceux qui act 

Donc les trois perpendiculaires abaïssées des points 
3/, B', B” sur les cordes respectives de la conique se 


coupent en un même point de ki gré focal, ainsi que l’au- 
teur l’a avancé. 4 





1 
: PS eo 


Le point P étant connu, neons Pa’ jusqu’à la ren- 
contre de l'axe d’ hamalone en 7; la droite homologue 
tr A’ déterminera le point O sur l’axe focal ; et si cet'axe 
coupe Le cerele aux points d,d’,il sera bien aisé de trouver 
leurs homologues D, D’ qui sont les extrémités dePaxe 
focal. La conique est donc de la sorte complétement 
déterminée, Mais il faut arriver aux proportions données 
par Nicollic. 
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Soit OE l'axe transverse de la conique ; il est parallèle 
à l’axe d’homologie xx/x”, son homologue Pe lui est 
donc aussi parallèle ; les triangles rectangles FOE, FPe 
sont semblables et l’on a 





PF OF 
eF_ EF 
ou 
PF  excentricite 


Re GR EE 0 ET A APR EL D | 
a F - demi-axe focal 
à cause de 
eF = = 7: Ê F. 


Les lignes AO et a'P sont deux droites homologues ; 
donc les points C’ et &, où elles coupent la conique et le- 
cercle, sont en ligne droite avec le centre d’homologie F. 
De plus, O est le milieu de AC’ et Fa'= Fax; donc, 
en vertu de notre premier théorème, FP divise a'« en 
_ deux segments us proportionnels aux rayons 
vecteurs FA’, Fc’ et l’on a 

ADP EMEA PEN 
PE A NU A 
à cause de 
REA GRÉS 


f étant le second foyer. 
Toutes les propositions de l’auteur sont donc démon- 
irées. 


N 


(*) Plusieurs fautes d'impression se sont glissées à cet endroit dans Île 
texte des Nouvelles Annales. 


SOLUTION DE LA QUESTION 510 


(voir page 263 ) ; 


Par M. Ennesr DE JONQUIÈRES, 


Lieutenant de vaisseau. 


ne 


Un observateur placé au pôle ne voit, dans chaque 
lunaison, que la moitié des phases de la Lune, parce que 
cet astre, dont l'orbite est inclinée à l'équateur, .ne 
. demeure sur l’horizon du lieu que pendant là moitié de 
sa révolution autour de la Terre. L'espèce des phases 
observées dépend de la différence des longitades du So- 
leil et de la Lune, au moment où celle-ci traverse l’é- 
quateur pour entrer dans l'hémisphère au pôle duquel se 
trouve l'observateur. D’après cela, il est facile de véri- 
fier que les phases observées au pôle nord pendant Pan- 
née 1855 seraient les suivantes : | 


Du 1° janvier au 9 janvier. P.L. et D.Q. 
Du 23 janvier au 6 février... 3, ©, ' ©: 


Du 19 février au 5 mars. ... 3, D), O, ©: 


Du 18 mars au 2avril....:. @), D), O. 
Du 15 avrilau 29 avril. .... G,185, 79), ! 
Du 12 mai au 26 mai...... €; @, ©. 


Du 8 juinau23juin....... @, ©), 
Du 6 juillet au 20 juillet.... Mêmesph. c.-à-d. DQ., NL., PQ. 
Du 2 août au 16 août... ... (À, ©), 
Dn 29 août au 12 septembre. O, G, 
Du 26 sept. au 10 octobre.. ©, @, 
Du 23octobreauGnovemb.. O, O, 
Du i9novemb. au RER BY br 
Du 17 décemb.au 31 décem. 7), ©, G. c-à-d. PQ, PL, DQ- 


Jr 


Se 
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Le bord éclairé est le plus rapproché de l'horizon, tant 
que la distance polaire boréale de la Lune est plus petite 
que celle du Soleil; c’est le contraire quand elle est plus 
grande, ce qui ne peut avoir lieu que pendant une par- 
tie de l'été. 

Pendant la durée de chacune de ces périodes, la Lune 
reste constamment sur l’horizon. Le spectateur voit donc 
la succession continue des phases visibles, et l’hélice ap- 
parente que l’astre décrit sur la voüte du ciel est siris- 
trorsum pendant les sept premiers Jours, et dextrorsum 
pendant les sept autres. 


LR RES EE D 


SUR LES DIVERS NOMS BE L'ALGÈBRE ; 
| D'après NESSELMANN. 


ee 


Ce qui semble prouver que cette branche de la 
science à pris naissance chez les Indiens, c’est qu'eux 
seuls donnent à cette branche de la science un nom spé- 
_cial, un nom caractéristique. Ce nom est ija-ganita (*) 
orrgine=calcul. Cela veut dire que c’est un genre de cal- 
cul tel, que les résultats indiquent la source d’où ces ré- 
_ sultats proviennent, ce qui n existe pas pour les résultats 
numériques. C’est encore que les Indiens ont des signes 
pour représenter les opérations, pour distinguer les incon- 
nues ; les Arabes, au contraire, n’ont aucune espèce de si- 
gnes, raisonnent et discourent sur les équations, mais ne 
savent pas les peindre. Aussi cette science ne porte pas 
chez eux de nom caractéristique. Ils la désignent par la 
réunion de deux termes relatifs à deux opérations fonda- 











(*) Prononcez vidscha. 
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mentales. La première opération consiste à transporter 
les quantités soustractives d’un membre dans un autre 
pour les rendre additives. Selon les Arabes, on opère là 
une restitution, un rétablissement ; a/jabar, du verbe j4- 
ber(*) : il relia, il établit. La seconde opération consiste à 
comparer lés termes sous le rapport de l’homogénéité: les 
carrés avec les carrés, les cubes avec les cubes, etc., afin 
de faire les réductions ; c’est ce que les Arabes nomment 
la comparaison, almukäbalah, du verbe kébal, opposer, 
comparer (**). C'est avec cette double dénomination que 
l'algèbre a fait son entrée en Europe au xru° siècle. Le 
chapitre XV du Liber abaci de Léonard Bonacci (1202) 
a pour titre: Zertia pars erit super modum aigebræ et 
almucabalæ et débute ainsi : {ncipit pars tertia de solu- 
tone quarundam quæstionum secundum: modum alge- 
bræ almucabaleæ, scilicet oppositionis et restaurationes. 
Cannaci (x1v° siècle) nese sertquedu premiernom: Ragto- 
namente di algebra. De même Regiomontanus au xv° siè- 
cle. Luca Pacioli (1494) emploie le plus souvent les deux 
noms, arte di algebra ed almucabala, maïs forme déjà 
l'adjectif «lgebratico. À partir de là ; le second nom-a/- 
mucabala devient plus rare. Christophe Rudolf, Stifel , 
Cardan , Gemma Frisius (1540) n’emploient quele nom 
algèbre. Cependant l’Algèbre de Gosselin (1577) porte le 
titre : De arte magna seu de occulta parte numerorum 
queæ et algebra et almucabala vulgo dicitur. On ne sache 
pas qu'il y ait un ouvrage plus récent où l’on rencontre le 
second nom almucabala. Ç 

D’autres noms furent aussi en vogue. Ainsi Bonacai, 
Pacioli, Stifel, Cardan , considérant l'algèbre comme la 








(*) Prononcez dschaber, Ce mot signifie aussi rétablir les membres dis= 
loqués. De là en espagnol algcbrista chirurgien et en français renoucur, 

(**) La préposition kdbal en chaldéen signifie aussi contre, à l'opposé, 
et d’où aussi la kiblah de Ja liturgie musulmane, 
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partie élevée de l'arithmétique , lappelèrent ars magna 
(arte maggiore), par opposition, à l’arithmétique ordi- 
naire, ars minor. Cetie dénomination ne paraît pas avoir 
franchi les Alpes et disparaît après le {rs magna de 
Cardan (1545) (*). 

Une autre dénomination s'étendit davantage et eut 
plus de durée et a une origine arabe. La quantité 
inconnue porte chez les Arabes le nom de schaï (res, 
aliquid), et lé carré celui de mél (Nouvelles Annales, 
t..V, p. 297) possessio, opes. De là, Bonacci introduisit 
les’ noms res et census, et l’algèbre reçut le nom de 
ars rei et census ou simplement «rs rer. Cette déno- 
minätion s'est maintenue longtemps hors de lItalie, 
et lorsqu'au x1v° siècle, depuis Guillaume de Lunis, 
les mathématiciens italiens commencèrent à écrire dans 
leur langue nationale, cés dénominations reçurent des 
formes italiennes. L’inconnue prit le nom de cosa ou 
cossa et le carré celui de censo, et, le plus souvent, hors 
de l'Italie, celui de zenso. Il paraît que vers la fin du 
xv° siècle c'était le nom le plus répandu en Italie. Ainsi 
Pacioli, dans sa Summa de arithmetica (1494), parlant 
des divers noms de l'algèbre, dit qu’elle porte chez le 
vulgaire le nom de /a regola o l’arte della cosa. On a 
ensuite latinisé ce mot italien, ars cossica, ars cosæ. 
Gemma Frisius, dans son ouvrage {rith. practica (1571), 
dit : Per regulam cosæ sive algebræ (pages 81, 105, 110 
etir1 2). à 

La coss paraît en Allemagne depuis Christophe Ru- 
dolf (1524) et Stifel (1553). L'inconuue reçut même.le 
nom barbare numerus cossicus. Le nom de coss paraît 
s'être maintenu avec les autres dans le xvir° et jusqu’au 





s-—— = 


(*) Cette dénomination a presque reparu-de nos jours : Algèbre supé-— 
rieure, Géométrie supérieure, 
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commencement du xvru‘ siècle. Vic. Reimari Ursi Dith- 
marsi arithmetica analytica vulgo coss oder algebra. 
Fran. a. O. 16071, in-4. rs | 

Arithmetica philosophica oder Schone neue und 
Vohlgegrundete Kunstliche rechnung der Coss und 
Algebra. Nurnberg , 1607, in-folio. | 

Ce nom a disparu des ouvrages classiques vers la fin 
du xvrr siècle. Nous exceptons l’ouvrage suivant : 

Chrisitman: Ars cosæ promota; Francfort, 1813; et 
du même: Cardanus suevus sive de functionibus cosæ 
resolventibus tractatio; Stuttgard, 18:15. Assez fade ori- 
ginalité. | | 

Viète fit le pas immense de remplacer Îes coefficients 
numériques par des lettres et il donne à ces coeflicients 
littéraux le nom de species; de là la division qui a 
existé pendant quelque temps entre Æ/gebra numerosa 
et Algcbra speciosa. 

L’algèbre doit à Viète encore un autre nom qui sub- 
siste encore et a été généralement adopté, c’est analyse. 
L'ouvrage de Viète porte pour titre : {n artem analyti- 
cam isasoge (15...). Dès 1601 paraît : Aeinari Ursi 
Dithmarsi arithmetica analytica; ensuite Harrioti artis 
analyticæ praxis ; London, 1631; De La Hire: La con- 
struction des équations anal} tiques; Paris, 1679; et 
beaucoup d’autres. | 

La dénomination qui caractérise le mieux l'essence : 
l'algèbre c’est celle que propose Newton, Æ{rithmétique 
universelle. Car, d'après Descartes, l’espace étant devefa 
nombre, la force étant devenue nombre, il. n'existe plus 
qu'une science, c’est l’arithmétique considérée dans son 


universalité. 
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THÉORIE ANALYTIQUE DU GYROSCOPE DE M. L. FOUCAULT; 
Par M. YVON VILLARCEAU 


(voir page 343), 





Intégration de l’équation (47) par les fonctions 
elliptiques. 


8. Cas de n positif. Soient 
(48) ur den 
d'où 
siny dy = — dE, 


et, par suite, 








l'équation (47) St 


me 


ee te nt 
a VIRE ME—E) = d(ETE) 


Désignons par R la valeur du radical du deuxièmemembre 
en y comprenant le double signe, et posons 


(60) (E—E)[1—0(E+6)]= (1 —E)z, 
nou s aurons 


(51) FPE 


Ann. de Mathémat., t, XIV, (Décembre 1855.) 20 
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et l'équation à intégrer deviendra 


PET 
(52) Ve PA À À B , 
Tirons de l'équation (bo) la valeur de £ en z?, il vien- 


dra 


(53) E(2—0)=— +72, 
en posant 


=> 49 E(1— 08) +2 [E (1 dE) à] + 2 


Ou 


Z'= 71 — ad 8) +[E—0(1+E)]2#+ 6. 
Différentiant actuellement l’équation (50),ona 
[1+ 2Ë6(2— 0) dE — 2(1—E)zdz, 


d'où, en ayant égard aux équations (51) et (53), 


dE dz 
Ru 


il s'ensuit 
150 HAN REe x Lt dm 
(54) 4-5 


Nous remarquerons que si l’on néglige les termes en 0, la 
| 1 1 : 
valeurdeZ? estplus grande queé, HE += Ce #) 

j 1 
quantité essentiellement positive; nous pouvons donc 
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écrire 


(54 bis) Z= v° + 2uc082%.2? + 2'. 


Pour identifier cette valeur avec la précédente, il suf- 
fit de poser 


— ze 2044 


20 COS2 x — Es — d(I1 + E), 





d'où 
(55) 20 = 1— 206, 
0 (Te E 
OT A meet 
I 190 Ë, 
on en tire 
PE 9 EE nl d(1 —E). 


2 (1— 206) FER 1— 9206, 
ou bien, à cause de £, — cosy,, 
: I 
1 + 20 sin? —, 
2 


SIN SIN ES ER 
ARE 20 cosy, 


et 
ES . E- 
: 1 + 20sin°—7, 
. LJ 9} 
(56) sin x = 2E sin — + Re RE 
2 1 — 20 COSY 


Soit actuellement 


I 





(57) A—— Vo Lenp gs 
d'où 
ne 
(58) 7. : Vu SE ; 
 . cos'—v 
D 
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la valeur de Z°? (54 bis) deviendra 


AT (r+200s 2 xtang'= 4 . tang'=) 
/ 


ve ES u AR 
= costs p + 2(1— 2sin°x ring cost e+sintre | 
cost —o — 
2 





v° aste + à à à 4 si 2 = 2 21 
ns COS — Sin— — À Sin‘ x Sin — ® COS — , 
I A 2? 21 >? 


cos — 
# ? 





et, si l’on pose 
Centre 


on aura simplement 





(59) ET me Vi— c'sin’o: 


{ 
COS’ — 
2 
il en résultera 


dz I dg 
4 T2 Vu Vi — c'sin’e 











A l’aide de cette valeur et de cellede 2v, l'équation (54) 
devient 
ps d 
(61) Qi 2e 194, A. RES 
2 Vi— 29 cosy, V g Vi — c sin: o 








Nous avons supprimé ici le double signe, attendu que 
l'élément du temps dt est essentiellement positif et que 
nous allons disposer de l’angle o pour que do le soit pa- 
reillement. À cet effet, les équations (50), (55) et (55) 
donnent 


(E—E) (E— 6) dE + Ki] 
— + 
tang = $ Von (1— E°) FLE (Lo 20 60 , 
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ou, en vertu des équations (48), 
_— )[1— d(co cos 
PAM 2 (cosy—cosy) [1— d (cosy + Vo)} 
2 sin PR Vo 2 0 COS 
Ceite valeur peut encore s’écrire : 


HT A ane 
sin—(o—7)sin—(ye + 7) | 
go = + lt "5 0 COS - Ycos = (+, à 
PES “sin EE COS y | Se) co 3 (%0 » | 





Nous avons vu que les valeurs de y se succèdent dans 
l’ordre 
ETAT 0 Er -VoiOe A Yan OT Vo: 
Pour fixer les idées, supposons siny, positif et écrivons 


ï 
les valeurs correspondantes de tang-9, en prenant les si- 
2 


gnes inférieur ou supérieur suivant que dy est positif 
ou négatif; inscrivons aussi les signes que prennent ces 
tangentes dans l'intervalle de deux valeurs consécutives 
de y, et nous aurons la suite 


0 + D —0 + — 0 +A: — 0,.,:; 


! J 
les valeurs correspondantes de 5 p seront 


T ae Fk 
Qu F, Te 2T, de 3x, È 
et celles de ï 
6, 7, EU CD TS UT ROUE he Oo dus 





Le passage de la valeur y, à — y, et inversement répond 


à une variation de ® égale à 27. Si siny, est néga-’ 
." I LI . #» L 
uf, on prendra encore dans tang = ? les signes inférieur 


où supérieur suivant que dy est positif ou négaiif, et 
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l’on aura de mème une suite ascendante et continue de 
valeurs de . 
Intégrons l'équation (61); il viendra, en comptant le 
temps à partir de l'instant où y est a à yo et prenant 
o nul à cette époque, … 


RE a 
63 = (PE (cs 9). 
“ 2Vi— 20cosy V 8 Saut 


Pour avoir la durée de l’oscillation simple, ou entre les 
limites + yo et — Yo, il faudra faire p= 27, d après ce 
qui vient d'être dit. Maison a 


F(c2e)=4F(e, ©): 





désignant par T la durée de l’oscillation, on aura 


6 qu pt /ér(e,!) 
(64) Vi— 20cosy, V 8 ET 


équation dans laquelle 


47 
| 1 -+- 2 9 SiN* — Yo 
I 
— + in — ne RL LEO TE 
(69) bent Dis 1 — 20c05 Vo 


Quand on néglige d , l'angle du module se réduit à + = Jon 


et si l’on suppose d’ailleursy,infinimentpeut, il vient 
T Te 


Flow, d'où Fe, 7) 3: 


2 


on retombe alors sur la formule ordinaire du pendule 


T=r(/: 
Fi MY 


9. Cas de n négatif. Nous avons dit que nous suppo- 
serions sin positif; sin @' étant d’ailleurs essentiellement 
positif et &w très-petit par rapport à 7, la valeur dé a, 
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première équation (46), devient négative, Dans ce cas, 
il faut, ainsi que nous l’avons fait voir, que cosy — cosy, 


soit négatif. De cette manière, l’équation (49) doit être 
changée en 





(66) V<£ PET NAE LUE ARRETE 
ie VO —E) (6 — Ej[r— 0 (6 + €) 
En comparant le deuxième membre de cette équation 
à celui de l’équation (49), on reconnaît que l’on passe de 
celui-ci à l’autre au moyen d'un changement de signes 
‘des quantités £, E, et d; d’où résulte la nécessité de chan- 
ger y en 180°— y et y, en 180°— y. De cette manière, 
les relations (56) et (62) se transforment en 


l 

1— 20C0$°? -Y 

| I 2 

c = sinx = cos -7, 
" 


(67) 


1 — 20 CO5 ÿ 


tang © p=+- 1 2(cosy, —cosy)[ 1 —d(cosy+ cosy)| 
2 siny 


1 — 20 COSY 


Daus le cas actuel, les valeurs de y, en supposant, par 
exemple, 7, positif, se succèdent dans l'ordre 


TNT ER eo TT ef, RS RE Ton TT pe Pos tee 
Prenant ici le signe supérieur ou inférieur , suivant que 
do est positif ou négatif , on aura encore la suite corres- 


I 
pondan te des valeurs de Lang p 


v 


OH —0 +@—0HS —0 + —O0.., 
. » + . L] I 
puis la série suivante des valeurs de — « 
FT T T 1 
0, ee 3 de? 2T) =) à Ta F3: ET, ) 


et celles de ® 


Morand) EUR, br, “Gr lyritOr, LS 
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en sorte que la valeur générale de t (63), se transforme 
en 


68 t — Ve 3 
(Ge VTT (EaX 


La durée d’une oscillation répondant aux limites +, et 
27 — 7, de y, ou bien aux limites o et 27 de ® comme 
ci-dessus, il vient, pour la durée T de l’oscillation , 


Go) = 4/ rl) 
(69) V1 — 29 cosy, 5 À: 


En négligeant d, on voit que l’angle du module c est 
]Ï e v 0 . ° , 
90° — — y,, il est complémentaire de celui qui répond au 
2, 
cas de 7 positif. Si l’on suppose y, infiniment petit, le 
» LA \ ; e r 0 T 
module c devient égal à l’unité, et la fonction F(r, :) 
2 


infinie; il en résulte que le plan de l’anneau étant mis 
sans vitesse en coïncidence avec le plan horaire reste dans 
cette position sans osciller, lorsque n est négatif, mais 
alors il est en équilibre instable, car pour peu qu'on 
l’éloigne de cette position, ou, en d’autres termes, 
quelque petite valeur de y, que l’on détermine, la va- 
leur de T cesse de devenir infinie, elle devient seulement 
très-grande. 


Calcul de x. 


10. En ajoutant mémbre à membre les équations (41) 
et (42) on trouve ° 


da in 9 nai : ; dy 
— ZW —- oO SIN Sin n | COSY — COS 0! — COSN = 
dt L 1, dt 


d’où l’on tire 
Kg] 


(70) a = wt — y cos n — w sin sin | (cos y — cosy, ) dr. 
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Il s’agit d'effectuer l'intégration indiquée au dernier 
terme. 
Considérons le cas où 7 et a sont positifs. 
On tire de l’équation (62), en ayant égard à la rela- 


tion (55), 

(71) cosy — cosy, = v sin’ tang’ : p + d (cosy — cos’ y;). 
À cause de £ — cosy, les équations (53), (57)et (59) 
donnent 


I 1 I er 
RE TZ EE COS PT ONE —=-c2 sin: 
< 5 COS? # V p 

cosy — TRE 





I Se 1 
vtangi ? — o) ARR er es 9 cos? ni 
Pour distinguer quel signe il convient de donner au ra- 
dical, observons que nous devons avoir cosy — cosy, 
pour ® = 0, d'après ce qui a été convenu dans les numé- 
ros précédents. Or le signe + produit seul ce résultat, 
car l'équation précédente , en y mettant la valeur de v, 
donne alors 
Li I 


nt fe -20C0S 
5 Pa Yo) 


cos == 5 


COS 1 


on a donc généralement 


D ER TENE I I 
vVi—c'sin’e — + COS” — © 
SR Ge 


COS TEST 


qu 1 
v SIN? —®9 — À COS? — y 
2 2 


Le terme qu'il s’agit d'intégrer étant déjà affecté du fac- 
teur w qui est extrêmement petit relativement à #, nous 
pouvons négliger d dans l’expression différentielle, ce 


qui réduira la valeur de v à —; et l'équation (71) don- 


I 
2 
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ft Ÿ — COS Vo) dt = Al sin’ tang? = y dr. 


La valeur de cos 7 devient elle-même 


nera 


Vi —,c'sin?e — cos’ 
L] 


Due 


expression dont l'indétermination, dans le cas de 
o — 2ir, est facile à lever ; on en tire 


0 I [ 4 # I a —— 
“Ne. alle 2 2 OC 2 26 
LES die (1 — c?sin g) +2c08— 9 Vi c’sin?# 


sin? — À 
sin‘ — 
a 
I CR SU 1 AT TOME 
— | cos?—9—sin?-p }—1 +: 4c?sin?—#cos?—v+ 2005?— y V1—c’sin’o 
s) U 2 2 5 
sin 9 
2 
ou 
4 
cos mn = 
L Rsbart FRA LE. 
SIN y = 2 ———— 2 c? sin? = » — 1 + Vie sin’ | » 
i 2 
. 4 \ / 
sin ou 


et l'intégrale proposée devient 


| 1 l1— sine |. 
fes: — cos yo)dt — DC — —— + Te 9 |” 
, sin? 11 


Sin? — « 
2 0 2 u 


L'intégrale du premier terme est 2c°t. Quant aux autres 
termes, nous mettrons à la place de dt sa valeur (61) en 
y négligeant le terme en 2. Soit, pour abréger, 


Az Vi c'sin'o, 
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il viendra 


| a l d 
[cos — c05Y) dt = 2c°t — te 453 — è — 
L°2 . I où 27e 








D 2, 51n° — y 28° p 
La première de ces deux intégrales peut s’écrire : 
I de PTT on Ci Los quille nr (17 c089 hi 
A 1 -Coso A ] 17-cos0 4 sin’æ A 


2 sin? — 
5 4 


il vient donc 


ds I dy 1 do cos © do 
nt Cr 7 : nv Un A me 
ANT A sin’ À sin‘ À 


2 sin? — 
à ? 








Pour effectuer la première des intégrations indiquées au 
second membre, différentions l'expression 


Vi c’sin?y coto, 
il viendra 





Re au 
d. Vic sin?g cot 5 —=— ÿr—c sin? - + a à: 


26 DRE © 
sin Vi—c'sin’e 
1 — c? sin’ + c? a cos’? ; 
Zn ——————— (ÜQ 
sin? Vi— c'sin’o 











1— c’sin'o 
= TT 49, 
sin'o V fr — c* sin° ? 
d’où 
+ do Sin? 9 
d. A nd es ot do; 
sin‘ À 
un entire 








TNT dede 080 o 
RE TS ut de — Acute. 
sin”? A A 
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L'intégrale au second membre est la fonction elliptique 
que Îles géomètres allemands substituent à la fonction de 


deuxième espèce jh Ado de Legendre. 


Posons maintenant 


d’où 
dx 
cos y d? — at 


il viendra, en faisant abstraction de la constante, 


COS o do CR AEE v A 
Tai LME en — © = — VIA = — —°: 
sin?’o À 2 1 x° E | sin @ 


On a donc 


1 d sin? AY: 
——%=ce f L do — —— (1 + cose); 
Le A A ? 
2 sin? — 
2 











on a d’ailleurs directement 


I 








R I 
COS — 2 COS? — 
BEL 2? 2.1: CAES p 
es RE 
Ko AE Sin 9 sin & 
2 Sin ° — sin — 
2 2 
Réunissant ces deux intégrales, il vient 
I d de sin’ 1 + Cos 
—_— + [——=6 ge 2 ME 
LOUE. ar A sin 
2.Sin° — y 2S1n° -- ® 
2 2 


Pour éviter l’indétermination qui se présenterait dans le 
cas de sing — 0, nous mültiplierons haut et bas le der- 
nier terme par (1 + À); il viendra 


: ne: 
Sin © COS” — 

1 +- cos? , 7 2) ? 

a | 


1 + cosy c? sin? 
A)= — © — 7-7 


ER 3 2 


PAT ET ‘I+ A 





Sin @ 
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De cette manière, on aura 


; I 
sr + 25iNg COS* — p 

fteosr — cos) de = nee — e VE = Vo din pra A 
£ È 1+ À 


Substituant enfin cette valeur dans l'équation (70) et 
supposant que, pour {—0,onaita—0, y = y, ® = 0; 
l'expression de & deviendra finalement 





œ = (w — 2wsin0/sinnc°)£ — (y— y,)cosn 
\ 


| Ï 
(72) | : 1e 2.SiN  COS?— y ° 
| +usind'sinne | /° LT RE ho la 
s ; A É 1 + À 





On pourra s'assurer aisément que si la quantité a ou n 
est négative, il suflira de changer ici les signes de a et 
des termes en w, en calculant d’ailleurs le module c et 
l'amplitude © au moyen des formules qui conviennent 
au Cas de 7 négatif. 

La formule (#2) fait voir que l’angle « , indépendam- 
ment de variations périodiques provenant de (y — y,), du 


; I QYE 
terme en sin ? cos? —® et de la fonction elliptique, subit 


des variations proportionnelles au temps introduites par 
cette même fonction elliptique et le terme en c?#t, qui se 
confondent avec le terme principal w4. 

Leur grandeur et leur signe dépendent de la demi- 
amplitude des oscillations et du sens du mouvement. 


La suite prochainement. 
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NOTE SUR LA QUADRATURE ÉLÉMENTAIRE DU CERCLE ; 
Par M. SCHLOMILCH, 


Professeur à l’université de Dresde. 





En désignant par S, l'aire d’un polygone régulier de 
n côtés inscrit an cercle et par T, l’aire du polygone cir- 
conscrit correspondant, on a, comme on sait, les deux 
relations | 
2 San Tn 
ST 





(1) San — VS, de , Le 


On se sert de ces formules pour le calcul numérique du 
rapport entre le rayon et l’aire du cercle, mais ce calcul. 
est peu commode parce qu’il faut aller jusqu’au nombre 
n — 32768 pour trouver sept décimales de r. C’est pour- 
quoi nous allons développer une formule approximative 
qui jouit d’une grande précision et qui donne déjà pour 
n — 256 le mème résultat que les formules ci-dessus pour 
n —= 32768. 

Pour rendre plus traitables les relations (r), nous pre- 
nons 

Si 

ce qui donne 





\ x VE K x. Tr re x 

(2) x Pre Sa 1 L] Lx = a (San +-T,). 

D'autre part, il est connu que l’on peut:remplacer la 
s a 
moyenne géométrique entre deux nombres à et & + 0 par 
la moyenne arithmétique, pourvu que l’erreur commise 
S2 
[#) 


n'altère pas le de- 
Ba P 


qui ne surpasse Jamais la quantité 
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gré de précision que l’on désire (*). En faisant usage de 
ce principe, nous posons un terme quelconque 


x 
Th et SE Go ho 
et nous aurons 


% I 
Si a +0, 


x Ï 
S Fu 7 pal, 
Dee == = 
sk 4 8 , 


* I I 
Tu = a +0 + —0d, 


4 16 
Sy = Mb er PR 
ue lobe A ET SE © 
I 





(*) L’équation identique 


2 
Va(a+d)= V(e+:5) tip 
; î 
fait voir que l’on a toujours 


VaCa+a)< a+. 


Soit de plus & l'erreur que l’on commet en remplaçant Vx( x + ÿ kpar 


1 
æ+=0,0ona 


VaCar)= a+ 20e 


et 


Va(aHT)+e—a + 0; 
2 


le carré de cette équation est 


> I 
2Va(a+d)+e— 707, 
ce qui donne 


et 





"ue 13 
NEA 
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La limite vers laquelle convergent ces expressions est 
évidemment 


1 I I er 
a +70+ 0 + 286 +::: # 
I : 1 ,* “ 5 
a+ 30e Dit (ST) = 3 (Se+ 20). * € 
2% 


En substituant les valeurs de $, et de T,, on parvient à 


la formule très-simple + EE 
3S4:T4 
(3) TR ULE 
294 + T4 
L'erreur commise est moindre que la quantité : 


(Ss — Tr} (Ts — Si)? 
 8S%T; 


Pour rendre plus commode cette expression, nous re- 
marquons que l’on a toujours S; > S,, pourvu que 4 >> 3 
il suit de là 


, Be 2 
S> 7 V5 et ST; 


d'autre pari, il est clair que T, surpasse toujours le nom- 
bre 3, on a donc 


8547, >> 8. 1.3 >>40; 


l'erreur commise est donc moindre que la quantité 
I 


UT 2, R 
7 ( ) 

Ce petit développement n ‘enrichit point la science, 
mais nous croyons qu il peut être utile pour l’enseigne- 





ment de la géoméirie. 
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ment populaire. Puisse le Gouvernement connaître cette situation ! elle 
serait améliorée. Nous reviendrons sur la vie de ce professeur remarqua- 
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